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Аннотация. Исследуется аналог задачи Остро-
умова о конвективном течении жидкости в верти-
кальной круглой цилиндрической трубе под действи-
ем продольного градиента температуры для водного 
раствора полимеров. В качестве математической 
модели использовалась модель Павловского. Если 
рассматривать случай, когда основное состояние 
является состоянием покоя, то при обобщении по-
лучаются те же результаты, что и для ньютоновской 
жидкости. Это следует из того, что для данной задачи 
выполняется принцип монотонности возмущений, 
поэтому слагаемое, отвечающее за релаксационные 
свойства жидкости, исчезает и уравнения для кри-
тических возмущений совпадают с уравнениями 
для классической задачи. В связи с этим представ-
ляет интерес построение нестационарного аналога 
задачи Остроумова для водного раствора полиме-
ров. Система уравнений тепловой гравитационной 
конвекции сводится к уравнению для амплитуды 
скорости, в котором главным является бигармони-
ческий оператор. В зависимости от коэффициента 
затухания (возрастания) и направления градиента 
температуры решение представляется в виде суммы 
функций Бесселя или модифицированных функций 
Бесселя. Построенные точные решения имеют тео-
ретико-групповую природу.

Ключевые слова: водные растворы полимеров, конвек-
тивное движение, задача Остроумова, точное решение, 
релаксационная вязкость

Abstract. The paper investigates an analog of the Ost-
roumov problem on the convective flow of liquid in a vertical 
circular cylindrical tube under the effect of a longitudinal 
temperature gradient, suitable for an aqueous solution 
of polymers. The work uses the Pavlovskii model as a mat-
hematical model. The generalization yields the same results 
as for a Newtonian liquid when considering the ground 
state at rest. It stems from the fact that this problem falls 
into the case with monotonous perturbations. Therefore, 
the term responsible for the relaxation properties 
of the liquid disappears, and the equations for critical 
disturbances coincide with the equations for the classical 
problem. Thus, it is of interest to construct a non-
stationary analog of the Ostroumov problem for an 
aqueous solution of polymers. The system of thermal 
gravitational convection equations is reduced to an 
equation for the velocity amplitude with the main 
biharmonic operator. Depending on the attenuation 
(increase) coefficient and the direction of the temperature 
gradient, the solution is a sum of Bessel functions or 
modified Bessel functions. The constructed exact solutions 
have a group-theoretical nature.

Keywords: aqueous polymer solution, convective motion, 
the Ostroumov problem, exact solution, relaxation viscosity
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dv

dt
= −ρ−1∇p+ ν∆v − βTg +K

d∆v

dt
,

∇ · v = 0,
dT

dt
= χ∆T.

v p T
ρ

ν
K

β
χ

g = (0, 0,−g)
ρ ν K β χ g

r φ z r = R R

v = 0, r = R

T = Ts, r = R,

Ts

v = 0, p = −ρgβAz2

2
, T = −Az,

A

v = ṽ, p = −ρgβAz2

2
+ p̃, T = −Az + T̃

∂v

∂t
= −ρ−1∇p+ ν∆v − βTg +K

∂∆v

∂t
,

∇ · v = 0,
∂T

∂t
−Avγ = χ∆T,

γ = (0, 0, 1)

v = 0, T = 0, r = R.

v = eλtξ(r, φ, z), T = eλtψ(r, φ, z), p = eλtζ(r, φ, z),
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λ

λξ = −ρ−1∇ζ + (ν +Kλ)∆ξ − βψg,

∇ · ξ = 0,

λψ −Aξγ = χ∆ψ.

ξ∗
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ξ ψ
V
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∫

V

|ξ|2 dV = −(ν +Kλ)

∫

V

|rotξ|2 dV +

+βg

∫

V

ψξ∗γdV,

λ

∫

V

|ψ|2 dV = −χ

∫

V

|∇ψ|2 dV +

+A

∫

V

ψ∗ξγdV.
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∫

V

(|ξ|2 +K |rotξ|2)dV =

= βg

∫

V

(ψξ∗γ − ψ∗ξγ)dV,
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∫

V

|ψ|2 dV = A

∫

V

(ψ∗ξγ − ψξ∗γ)dV.

A βg

(λ− λ∗)

∫

V

(
A
(
|ξ|2 +K |rotξ|2

)
+ βg |ψ|2

)
dV = 0.

A > 0

λ = λ∗ λ

Ra = gβAR4/νχ Ra

λ = 0

A < 0

(λ+ λ∗)

∫

V

(
|ξ|2 +K |rotξ|2

)
dV =

= −2ν

∫

V

|rotξ|2 dV + βg

∫

V

(ψξ∗γ + ψ∗ξγ)dV,

(λ+ λ∗)

∫

V

|ψ|2 dV = −2χ

∫

V

|∇ψ|2 dV +

+A

∫

V

(ψ∗ξγ + ψξ∗γ) dV.

A βg

(λ+ λ∗)

∫

V

(
−A

(
|ξ|2 +K |rotξ|2

)
+ βg |ψ|2

)
dV =

= 2

∫

V

(
Aν |rotξ|2 − χβg |∇ψ|2

)
dV,

A < 0

Reλ = (λ+λ∗)/2

K = 0

∂z −A(∂T + ρgβz∂p),

A

K ̸= 0

v = (u(r, φ, t), v(r, φ, t), w(r, φ, t)),

p = −ρgβAz2

2
+ q(r, φ, t),

T = −Az + θ(r, φ, t).

u ≡ v ≡ q ≡ 0.

wt = ν∆w + βgθ +K∆wt,
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θt −Aw = χ∆θ.

w = eλtf(r, φ), θ = eλth(r, φ),

λ

f h

λf = (ν + λK)∆f + βgh,

λh−Af = χ∆h.

h

h =
λf − (ν + λK)∆f

βg

f

∆∆f− λ(ν + χ+ λK)

χ(ν + λK)
∆f+

λ2 −Aβg

χ(ν + λK)
f = 0.

k1 k2

k21 + k22 = −λ(ν + χ+ λK)

χ(ν + λK)
,

k21k
2
2 =

λ2 −Aβg

χ(ν + λK)
.

∆∆f + (k21 + k22)∆f + k21k
2
2f = 0

(∆ + k21)(∆ + k22)f = 0.

f(r, φ) = F (r) cosnφ.

F (r) = F1(r) + F2(r),

Fi i = 1, 2

F ′′
i +

F ′
i

r
+ (k2i −

n2

r2
)Fi = 0.

r
k2i

ki

s2 − as+ b = 0

s = k2i

a = −λ(ν + χ+ λK)

χ(ν + λK)
, b =

λ2 −Aβg

χ(ν + λK)
.

s

(
λ(ν + χ+ λK)
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)2

− 4
λ2 −Aβg

χ(ν + λK)
> 0

(
λ2K + (ν − χ)λ

)2
+ 4χAβg(ν + λK) > 0.

λ

λ A

A(ν + λK) > 0.

s =
a±

√
a2 − 4b

2
,

A > 0
k21 > 0 k22 > 0

− ν

K
< λ < −

√
Aβg,

k21 > 0 k22 < 0

max
(
− ν

K
,−

√
Aβg

)
< λ < 0

0 < λ <
√
Aβg,

k21 < 0 k22 < 0

√
Aβg < λ.

A < 0
k21 > 0 k22 < 0

λ < − ν

K
.

k21 > 0 k22 > 0
Jn

λ

F (r) = c1Jn(k1r) + c2Jn(k2r),

c1 c2

F (r) = c

(
Jn(k1r)

Jn(k1R)
− Jn(k2r)

Jn(k2R)

)
,
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c

f = c

(
Jn(k1r)

Jn(k1R)
− Jn(k2r)

Jn(k2R)

)
cosnφ.

h =
c

βg

(
(λ+ k21(ν + λK))Jn(k1r)

Jn(k1R)
−

− (λ+ k22(ν + λK))Jn(k2r)

Jn(k2R)

)
cosnφ.

c

k21 > 0 k22 < 0
F (r)

In

F (r) = c

(
Jn(k1r)

Jn(k1R)
− In(|k2| r)

In(|k2|R)

)
,

f = c

(
Jn(k1r)

Jn(k1R)
− In(|k2| r)

In(|k2|R)

)
cosnφ,

h =
c

βg

(
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Jn(k1R)
−
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In(|k2|R)

)
cosnφ.

k21 < 0 k22 < 0 F (r)

f h

f = c

(
In(|k1| r)
In(|k1|R)

− In(|k2| r)
In(|k2|R)

)
cosnφ,

h =
c

βg

(
(λ+ k21(ν + λK))In(|k1| r)

In(|k1|R)
−

− (λ+ k22(ν + λK))In(|k2| r)
In(|k2|R)

)
cosnφ.

λ = 0

A > 0
k21 > 0 k22 < 0

w

h =
c
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(
νk21Jn(k1r)

Jn(k1R)
− νk22In(|k2| r)
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)
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