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Аннотация. При решении целого ряда задач, 
связанных с обработкой изображений, важнейшим 
моментом является правильный выбор признаков, 
по которым определяется степень «аномальности» 
исследуемого изображения. Предложен набор клас-
сификационных признаков случайных точечных изо-
бражений для их использования в задачах выявления 
в обрабатываемом потоке данных аномальных сгу-
щений или, наоборот, выявления областей и фраг-
ментов с увеличенным межэлементным разбросом. 
Существенное отклонение численных значений при-
знаков, вычисляемых по ансамблю анализируемых 
опытных изображений, от заранее рассчитанных тео-
ретических значений, соответствующих случайным то-
чечным изображениям, может указывать на наличие 
в массиве обрабатываемых данных регулярной компо-
ненты или «аномальной» составляющей. Приведены 
теоретические и программные расчеты, выполненные 
с применением специализированных средств компью-
терной алгебры. Представленные в статье классифи-
кационные признаки и вероятностные зависимости 
являются устойчивыми инвариантами, характеризу-
ющими случайное точечное изображение.

Ключевые слова: случайные точечные изображения, 
порядковые статистики 

Abstract. When solving a number of problems 
related to image processing, one of the most important 
points is the correct choice of features that determine 
the degree of “abnormality” of the image under study. 
The paper proposes a set of several classification features 
of random point images for their use in the tasks 
of detecting anomalous clumps in the processed data 
stream or, on the contrary, detecting areas and fragments 
with increased inter-element spread. Numerical 
values of features are calculated over the ensemble 
of analyzed images. Their significant difference from 
the pre-calculated theoretical values that correspond 
to random point images can help identify the presence 
of a regular component or an “abnormal” component 
in the processed data array. Theoretical and software 
calculations performed using specialized computer 
algebra tools are presented in the paper. The discussed 
classification features and probabilistic dependencies are 
stable invariants characterizing a random point image.
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Введение 
Во многих научно-прикладных задачах, связан-

ных с распознаванием образов и анализом точечных 
структур, исследователю требуется определить, яв-
ляется ли анализируемый фрагмент типичным пред-
ставителем определенного класса цифровых изобра-
жений либо его по ряду признаков следует отнести 
к разряду аномальных и подвергнуть дополнитель-
ному более углубленному анализу [1]. Например, об-
разование аномальных сгущений на анализируемых 
биомедицинских изображениях может свидетельство-
вать о наличии серьезных патологических отклоне-
ний [2–4]. В метеорологических задачах, связанных 
с прогнозированием погоды, наличие значимых ди-
намических изменений на анализируемых снимках 
может свидетельствовать о зарождении опасных ат-
мосферных явлений [5, 6]. При решении задач по-
добного рода важнейшим моментом является пра-
вильный выбор признаков, по которым определяется 
степень «аномальности» исследуемого изображения. 
В прикладных задачах, имеющих дело с большими 
объемами обрабатываемой в реальном времени ин-
формации, к требованию эффективности использу-
емых признаков добавляется требование простоты 
их расчета. 

Цель настоящего сообщения — представить те-
оретические основы для возможного применения 
на практике простых в расчете классификационных 
признаков (инвариантных характеристик) точечных 
изображений, которые связаны со статистическими 
закономерностями образования сгущений или, нао-
борот, фрагментов с чересчур большим разбросом 
элементов. Для этого нами решены две одномерные 
задачи: рассчитаны первые моменты для порядко-
вых статистик при случайном разбиении интерва-

ла и выполнен расчет этих же вероятностных харак-
теристик для случайного разбиения окружности. 
Особенностью проведенных теоретических расче-
тов является то, что часть из них выполнена с при-
менением специально разработанных программных 
средств компьютерной алгебры.

1. Математическое ожидание минимального рас-
стояния между отсчетами при случайном разбие-
нии интервала 

Как показано в [7], вероятность 
,
( )

n k
P ε

 
события, 

состоящего в том, что при случайном бросании n то-
чек 
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, ,...,
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Здесь, в отличие от интеграла (1), индикаторная 
функция области Dn,k(ε) включена в подынтегральное 
выражение в виде произведения единичных функций, 
а интегрирование ведется уже по всему пространству 

Rn. Если теперь к полученному интегралу (3) последо-
вательно по всем переменным 

1 2
, , ,

n
x x x  применить 

тождественное преобразование
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то для случая k=1 исходная вероятность 
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В итоге получим формулу
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рая совпадает с результатом, приводимым в [8, 9].
Заметим, что выражение Pn,1(ε) есть вероятность 
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на интервал (0,1) все они разлетятся между собой 
на расстояние, не меньшее ε. Отсюда следует, 
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С учетом простоты расчета найденная величина E[ρ] 
может быть принята в качестве одного из классификаци-
онных признаков случайного точечного изображения. 

2. Математическое ожидание длины 
наименьшего фрагмента при случайном 
разбиении интервала 
Отличие этой задачи от задачи, решавшейся в пре-
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С применением преобразований (3) и (4) вероятность такого события выразится интегралом
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Отсюда математическое ожидание случайной величины ( )nξ  равно
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Величина ( )[ ]nE ξ  может быть принята в качестве 
еще одного из классификационных признаков случай-
ного точечного изображения.

3. Расчет первых моментов для порядковых 
статистик при случайном разбиении окружности 
Задача, рассматриваемая в этом разделе, форму-

лируется следующим образом: «Окружность еди-
ничной длины с помощью n случайных точек де-
лится на n дуг. Дуги упорядочиваются по длине: 
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набор из n фрагментов, на которые распадается ин-
тервал (0,1) при его разрезании в (n-1) случайных 
точках. Поэтому в соответствии с формулой (9) ма-
тематическое ожидание длины наименьшей из n дуг 
равно
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В общем случае для математического ожидания 
случайной величины ( )n

i
η , если действовать в соот-

ветствии с формулой (10), должно выполняться соот-
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Общее решение рекуррентного уравнения (11) 
имеет вид
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Это решение может быть получено многими 
способами. Детальное описание одного из та-
ких способов можно найти, например, в ра-
боте [10]. 

4. Расчет инвариантных характеристик 
случайных точечных изображений 
с применением специализированных 
систем компьютерной алгебры 
В разделе 1 настоящего сообщения был представ-

лен общий вид интегрального выражения, описыва-
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ющего вероятность
,
( )

n k
P ε  того, что при случайном 

бросании n точек на интервал (0,1) внутри него не бу-
дет существовать ни одного подынтервала длиной ε, 
содержащего более k точек. Алгоритмическое выпол-
нение описанных в разделах 1–3 вычислительных 
схем, связанных с расчетом инвариантных характе-
ристик случайных точечных изображений, основано 
на знании вероятности ,

( )
n k

P ε  при k=1. К сожалению, 
для случая k>1 получить общий вид аналитической 
зависимости 

,
( )

n k
P ε  не удается. Поэтому ниже приво-

дятся результаты, полученные нами с помощью спе-
циально разработанного пакета программ компью-
терной алгебры, который применялся для нахождения 
точных аналитических решений 

,
( )

n k
P ε

 
для произ-

вольных, но фиксированных значений n при k>1. 
Эффективное распараллеливание вычислительного 
процесса и его проведение на высокоскоростном вы-
числительном кластере Новосибирского государ-
ственного университета позволило проводить расчет 
формул 

,
( )

n k
P ε

 
для любых значений , 15k n ≤ . Наборы 

таких частных формул в последующем использова-
лись при отыскании общих ранее неизвестных ана-
литических зависимостей. В частности, для диапазо-

на 1 1

1m m
ε< <

+
 получена и доказана общая для всех 

значений n формула

1 2 2 4
2 2

2 2 3 4 2
2 2 2

1 2 1 2,2
2 1

2
2 1 2 1

( )(1 ( 1) ) {(1 ) (1 ( 2) )

[ (1 ( 2) ) 2 (1 )(1 ( 2) ) (1 ) ]}, 2 ;

( )
(1 ) (1 ( 1) ) [ (1 ( 1) )

2 (1 )(1 ( 1) )

m m m m m
m m
m m m
m m m

m m mn
m

m m
m m

C C m m m

C m C m m C m n m

P
m m C m

C m m C

ε ε ε

ε ε ε ε

ε
ε ε ε

ε ε

− + −

− − −

+ − +
+

+
+ +

− − − − − − − ×

× − − − − − − + − =

=
− − − × − − −

− − − − + 3 2(1 ) ], 2 1,m n mε+

 − = +

     (13)

соответствующая вероятности того, что при броса-
нии n случайных точек на интервал (0,1) сумма ника-
ких двух смежных интервалов между соседними от-
счетами не будет превышать ε. Эта величина может 
быть использована в качестве одной из инвариантных 
характеристик случайного точечного изображения.

Заключение 
Приведенные в статье классификационные при-

знаки и вероятностные зависимости являются 
устойчивыми инвариантами, характеризующими 
случайное точечное изображение. В реальных науч-

но-прикладных задачах существенное отклонение 
аналогичных параметров, рассчитанных по набору 
анализируемых изображений, от выбранных теорети-
ческих инвариантов может свидетельствовать о влия-
нии на опытные данные систематической либо не уч-
тенной заранее компоненты. Список представленных 
в настоящей работе устойчивых инвариантов случай-
ных точечных изображений, основанных на порядко-
вых статистиках, может быть существенно расширен, 
но применение таких инвариантов в практических 
научно-прикладных задачах затруднено сложностью 
и трудоемкостью их расчета.
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