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Аннотация. Рассматривается проблема дости-
жения консенсуса на рынке олигополии при отсут-
ствии общего знания среди агентов. Особенностью 
подхода к ее решению является применение рефлек-
сивных повторяющихся игр и модели индикаторного 
коллективного поведения. Дается краткий обзор ряда 
моделей достижения консенсуса, близких по струк-
туре принятия решений. В качестве объекта иссле-
дования рассматриваются взаимовлияющие процес-
сы динамики действий агентов в олигополии Курно. 
Отмечаются особенности модели консенсуса для та-
кого рынка. Показано, что асимптотический консен-
сус является статичным равновесием Нэша в соот-
ветствующей игре олигополии в нормальной форме. 
Показано также, что даже для классической линей-
ной модели рынка, проблема достижения консенсуса 
пока не имеет аналитического решения в полной мере 

Abstract. The paper considers the problem of reaching 
consensus in an oligopoly market in the absence 
of common knowledge among agents. The use of reflexive 
games and the indicative collective behavior model are 
the peculiarities of the approach to solve the problem. 
There is a brief overview of a number of consensus 
models with similar decision making structures. 
The object of study is the mutually affecting processes 
of the agents' actions dynamics in a Cournot oligopoly. 
The consensus model features for such a market are 
noted. It is shown that the asymptotic consensus 
is  a static Nash equilibrium in the corresponding 
oligopoly game in normal form. The study also shows that 
the problem of reaching consensus yet has no complete 
analytical solution, even for the classical linear market 
model. There are no many applicable analytical results 
obtained for consensus models with similar structures. 
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и к ней применимы немногие аналитические резуль-
таты, полученные для схожих по структуре моделей 
консенсуса. Для многих конкретных динамик только 
вычислительные эксперименты позволяют дать от-
вет на вопрос о сходимости к консенсусу. Приведены 
и обсуждаются аналитические выводы и результа-
ты численных экспериментов для ряда практически 
важных случаев модели. Приводятся иллюстратив-
ные примеры. 

Ключевые слова: модель Курно, ограниченная рацио-
нальность, асимптотический консенсус, модель кол-
лективного поведения, вычислительные эксперименты
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Only computational experiments can provide the answers 
to the question of convergence to consensus for many 
specific dynamics. There are analytical conclusions 
and results of numerical experiments for a number 
of practically important cases of the model that presented 
and discussed with illustrative examples in the study.

Keywords: Cournot model, bounded rationality, asymp-
totic consensus, collective behavior model, computational 
experiments

Введение
В организационных системах связь между прини-

маемым субъектом (агентом) решением и его резуль-
татами может иметь сложную природу. Как правило, 
для ее анализа используются как аналитические ис-
следования, так и численное моделирование. Вместе 
с тем в теории принятия решений модели многих при-
ложений имеют похожие структуры, что нередко по-
зволяет результаты, полученные для одних приложе-
ний, успешно применять к анализу моделей других 
приложений. В большей мере это относится к каче-
ственным выводам и в меньшей мере — к математи-
ческим результатам или к результатам численного 
моделирования. Подобная ситуация достаточно ти-
пична для проблемы достижения асимптотического 
консенсуса в коллективном принятии решений [1, 2].

Достижение консенсуса является системообразу-
ющим фактором. Система не в состоянии решать по-
ставленные перед ней задачи как для единого целого, 
она распадается, если агенты не способны достичь 
консенсуса. В настоящей статье проблема консенсу-
са рассматривается на конкурентном рынке. 

Цель настоящей статьи — исследование взаи-
мовлияющих процессов динамики действий агентов 
в олигополии Курно в условиях неполной информа-
ции как модели асимптотического консенсуса.

Модели достижения консенсуса
В этом разделе рассматривается ряд знаковых 

для настоящего исследования моделей. 
К первой в этом ряду отнесем модель цепи Маркова 

[3]. В ней изучается распределение вероятностей 
y = (y1 , ... , yn) на множестве  состояний конечной цепи. 
Распределение вероятностей состояний цепи на t-м шаге 

1( ,..., )=t t t
ny y y  задается формулой yt = (P)ty0 (t = 0, 

1, ... ), где P — матрица переходов и 0 0 0
1( ,..., )= ny y y  — 

начальное распределение вероятностей.

Модель цепи Маркова хорошо исследована, и мно-
гие полученные для нее математические результаты 
в последующем найдут применение к анализу моде-
лей поиска асимптотического консенсуса.

Считается, что асимптотический консенсус реа-
лизуется, если при некотором k∈R имеет место соот-
ношение:

              lim →∞ =t
t iy k , i∈N = {1, ... , n}.                 (1)

Для сближения мнений экспертов был предложен 
метод Делфи [4]. Экспертам предлагается на каждом 
шаге итерационного процесса скорректировать свои 
численные оценки с учетом средних оценок других 
членов группы экспертов. Процесс завершается, если 
эксперты смогут прийти к консенсусу или хотя бы их 
мнения стабилизируются. В модификациях этого ме-
тода допускается, что разные эксперты могут полу-
чать разную информацию, эксперты доверяют мне-
нию только части экспертов и пр.

Математические свойства асимптотического консен-
суса достаточно подробно исследовались на модели 
Френча — Де Гроота 1+

∈
=∑t t

i ij jj N
y p y  (t = 0, 1, ... ) [5].

В этой модели каждый эксперт оценивает некото-
рую величину:  — ее оценка i-м экспертом на t-й 
итерации, pij — степень учета им мнения j-го экспер-
та и 1

∈
=∑ ijj N

p . Модель представима в матричном 

виде как yt+1 = Pyt, где = ijP p . Основные результаты 

итеративного преобразования набора субъективных 
распределений вероятностей в единое распределение 
(асимптотический консенсус) для этой модели мож-
но найти в [6].

В [7] приведена общая модель коллективного при-
нятия решений агентами как модель асимптотическо-
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го консенсуса. В этой модели i-й агент в (t + 1)-й мо-
мент времени делает «шаг» от своего предыдущего 
действия t

iy  к текущему положению цели * 1
–( , )+t t

i i iy y r , 
которое является его наилучшим действием/ответом 
на обстановку – 1 –1 1( ,..., , ,..., )+=t t t t t

i i i ny y y y y , сложившу-
юся в t-й момент времени, по следующей процедуре:

1 1 1 * 1
–(1– ) ( , )γ γ+ + + += +t t t t t t

i i i i i i iy y y y r , t = 0, 1, ... .     (2)

Величина шага задается выбором параметра 1γ + ∈t
i

[0; 1].
Параметр ri∈Ri определяет состояние агента, ко-

торое может быть интерпретировано как его оценки, 
убеждение, мнение или отношение к результатам кол-
лективной деятельности. На состояние агента могут 
влиять: его предыдущее состояние, его предыдущее 
действие, предыдущие действия других агентов, ре-
зультаты деятельности (коллективное решение) в пре-
дыдущий момент времени, внешнее управление (воз-
действие) на него и пр. Состояния агентов могут 
отличаться от действий или от принимаемого коллек-
тивного решения. 

В модели (2) равновесие * *( ,..., ) =iy a a r  называет-
ся унифицированным. В нем у всех агентов итоговые 
состояния и итоговые действия одинаковы. Оди-
наковы также равновесные состояния и действия. 
Условия существования унифицированного равнове-
сия (т. е. асимптотического консенсуса), его поиск 
и свойства — важная исследовательская задача. Ввиду 
ее сложности основные исследования ведутся 
для практически и/или содержательно важных част-
ных случаев. Аналитические результаты, относящи-
еся к модели (2), можно найти в [7].

Модель конкурентного рынка 
как модель консенсуса
Рассмотрим классическую модель олигополии 

Курно.
Целевой функцией i-го агента является его при-

быль:

Fi(y–i, yi)= (a – b∑ \ { }∈j N i yj – byi)yi – (ciyi + di)→ maxyi.     (3)

Здесь: yi — объем выпуска (действие) i-го агента, 
спрос задан линейной функцией спроса (функцией 
цены) p(y–i, yi) = a – b∑ \ { }∈j N i yj – byi (a, b — параметры 
спроса), полные издержки агента заданы линейной 
функцией ciyi + d i(ci, di — предельные и постоянные 
издержки) [8, 9]. 

В условиях полного знания среди агентов решение 
(3) может быть найдено как равновесие Нэша 

* * *
1( ,..., )= ny y y  в игре в нормальной форме. В услови-

ях неполного знания для нахождения решения аген-
ты вынуждены в рамках своей информированности 
в динамике уточнять собственные действия, основы-
ваясь на предсказании поведения конкурентов. Пусть 

динамика действий i-го агента следует процедуре ин-
дикаторного поведения (2) без учета его состояния ri:

    1 1 1 *
–(1– ) ( )γ γ+ + += +t t t t t

i i i i i iy y y y , t = 0, 1, ... .         (4)

В [10] показано, что заменой переменных 
* –ε =t t

i i iy y  процедура (4) для модели (3) приводится 
к виду 

  1 1 1(1– ) (– / 2)ε γ ε γ+ + += +t t t t
i i i i  ∑ ≠j i ε

t
j , t = 0, 1, ... .     (5)

Динамику (5) запишем в матричной форме 
εt+1 = St+1 εt, где εt = 1( ,..., )ε εt t

n
T 

и 

1 1 1
1 1 1

1

1 1 1

1–    – / 2 ... – / 2
         ...       ...          ...
– / 2  – / 2 ... 1–

γ γ γ

γ γ γ

+ + +

+

+ + +

 
 

=  
 
 

t t t

t

t t t
n n n

S .

В зависимости от параметров γ равновесие Нэша 
*y  в модели (3)–(4) может быть как достижимо, так 

и  н ед о с т и ж и мо .  Е с л и  *→t
i iy y  п ри  →∞t , 

то 0ε →t
i , и наоборот, если в модели (5) агенты стре-

мятся к консенсусу, т. е. *ε ε→t
i i , то существует ре-

зультирующая матрица * lim →∞= t
tS S , которая явля-

ется нулевой матрицей, а также *→t
i iy y  в модели 

(3)–(4) [10]. Таким образом, проблема достижения 
равновесия в модели (3)–(4) сводится к проблеме до-
стижения консенсуса в более простой модели (5). 

Матрица перехода St имеет ряд существенных осо-
бенностей, несмотря на структурную схожесть мо-
дели (5) с рассмотренными в предыдущем разделе 
моделями консенсуса. Матрица St не является стохас-
тической, все ее недиагональные элементы неполо-
жительны, могут встречаться нулевые диагональные 
и недиагональные элементы. 

Рассмотрим два практически важных частных слу-
чая модели (3)–(4) и матрицы St. В обоих случаях каж-
дый агент в каждый момент времени, полагая единич-
ным параметр γ, тем самым выбирает свой лучший 
ответ на предполагаемый выбор конкурентов.

Пусть n = 2. Имеем St = S =    0    –1/2
–1/2     0

 
 
 

, t = 1,2, ... .

 Тогда εt = (S)tε0. Нетрудно показать, что (S)t = 

   0    –1/2
–1/2    0

 
  
 

t

t
, если t нечетно, и (S)t =  0     1/2

1/2    0

 
  
 

t

t
, если 

t четно. Поэтому * lim →∞= t
tS S  — нулевая матрица, 

а *ε = (0, 0)T — достижимый консенсус.

Пусть теперь n = 3. Имеем St = S = 
   0    –1/2   –1/2
–1/2     0     –1/2
–1/2  –1/2     0

 
 
 
 
 

, 

t = 1,2, ... . Нетрудно показать, что матрица (S)t обла-
дает следующим свойством: если t нечетно, то все ее 
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элементы отрицательны и сумма элементов по каж-
дой строке и по каждому столбцу равна минус едини-
це; если t четно, то все ее элементы строго положи-
тельны и сумма элементов по каждой строке 
и по каждому столбцу равна единице. Поэтому мат-
рица * lim ( )→∞= t

tS S , если данный предел существу-
ет, не может быть нулевой матрицей, а единственно 
возможный консенсус *ε = (0, 0,0)T не может быть до-
стигнут при единичных значениях параметра γ.

В общем случае динамика (5) описывается матрич-
ным соотношением

                            
11 0
1

τ
τ

ε ε++
=

=∏ tt S .                              (6)

В зависимости от параметров γ динамика (6) 
может сходиться или не сходиться к консенсусу 

*ε = (0, ... , 0)T. В частности (см., например, [10]), 
при 1γ ≡  консенсус не будет достижим и при n > 3.

Для произвольных τγ ∈i [0; 1] проблема сходи-
мости (6) пока не имеет аналитического решения в пол-
ной мере. В связи с особенностями матриц перехода 
St, к ней применимы немногие аналитические резуль-
таты, полученные для схожих по структуре моделей 
консенсуса. Для многих конкретных динамик только 

вычислительные эксперименты позволяют дать ответ 
на вопрос о сходимости динамик к консенсусу.

Вычислительные эксперименты
Пусть n = 5. На рисунке 1 приведен фрагмент динами-

ки (5), сходящейся к консенсусу *ε = (0, ... , 0)T при 1γ
t = 1 

(непрерывная линия с начальными условиями 0
1ε = –1500) 

и 2γ
t =0,8, 3γ

t =0,6, 4γ
t =0,4, 5γ

t =0,2 (четыре пунктирных 
линии с начальными условиями 0

2ε = 0, 0
3ε = –3000, 

0
4ε = 1500, 0

5ε = 1000) с различными по γ шагами и на-
чальными условиями агентов. На рисунке 2 показан 
фрагмент динамики, которая не сходится к консенсусу. 
Здесь начальные условия прежние, но шаги агентов, на-
чиная со второго, увеличены на 0,2. Видно, что траекто-
рии агентов с одинаковыми шагами, но с разными на-
чальными условиями (это агенты 1 и 2, которые, делая 
шаги, равные единице, выбирают лучшие ответы на пред-
полагаемый выбор конкурентов) со временем вырав-
ниваются. Эксперименты показывают, что при γ t

i = 1, 
i =1,3  динамика не сходится к консенсусу, даже при 
γ t

i  ≥ 0,01, i = 4,5. При γ t
i = 1, i =1,4 динамика (5) не мо-

жет сходиться к консенсусу ни при каких значениях 
параметров 5γ

t  и ни при каких начальных, отличных 
от нулевых, условиях агентов.

Рис. 1 Сходящаяся к консенсусу динамика (5) при 1γ
t = 1 и 2γ

t = 0,8, 3γ
t = 0,6, 4γ

t = 0,4, 5γ
t = 0,2

Рис. 2. «Расходящаяся» динамика (5) при 1γ
t = 2γ

t = 1, 3γ
t = 0,8, 4γ

t = 0,6, 5γ
t = 0,4
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Заключение
Представляются перспективными дальнейшие 

аналитические и экспериментальные исследования 
соответствующих моделей консенсуса для различ-
ных известных типовых моделей рынка олигополии 
(Штакельберга, Бертрана и пр.). Также представляют 

интерес формализация, численное моделирование 
и анализ различных поведенческих компонент дея-
тельности агентов («конкурентоспособность», «уро-
вень притязаний» и пр.), которые влияют на динами-
ку их действий и достижение консенсуса в условиях 
ограниченной рациональности.
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