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Проводится математическое моделирование
двухслойных конвективных течений жидкостей
на основе уравнений конвекции Обербека — Бус-
синеска и соотношений на термокапиллярной гра-
нице раздела. Особого внимания заслуживают за-
дачи, в которых на границах раздела требует-
ся учесть массоперенос, в частности в результате
испарения или конденсации, а в слое, представ-
ляющем собой смесь газа и паров жидкости, —
процесс диффузии пара и эффекты термодиффу-
зии и диффузионной теплопроводности. В рабо-
те представлены новые точные решения уравне-
ний конвекции для моделирования двухслойных
течений, возникающих под действием продольно-
го градиента температуры и поперечно направ-
ленной силы тяжести. При построении аналитиче-
ского решения граница раздела остается прямоли-
нейной. Проблема нахождения реального положе-
ния границы раздела решается с помощью усло-
вий на поверхности раздела. Представлен вывод
кинематического и динамического условий в тер-
минах функции тока и вихря скорости. Получено
уравнение для касательной скорости. Излагается
метод определения гладкой деформируемой гра-
ницы раздела.

Ключевые слова: конвективные течения, испа-
рение, деформируемая граница, нахождение гра-
ницы раздела, точные решения.

DOI 10.14258/izvasu(2018)1-12

Mathematical modeling of the two-layer
convective fluid flows is performed by the
Oberbeck — Boussinesq equations and relations
at the thermocapillary interface. Special attention
should be paid to the problems with mass transfer
at the interfaces. In particular, mass transfer
can be a result of evaporation or condensation.
Also, the problems with the vapor diffusion and
thermodiffusion and diffusive thermal conductivity
effects in the gas-liquid layers should be considered.
The new solutions of the convection equations are
presented to model two-layer flows. The flows are
induced by the action of a longitudinal temperature
gradient in the transversely directed gravity field.
The interface assumed to be rectilinear when
developing the analytical solution. The problem
of finding the real interface position is solved with
the help of the interface conditions. A derivation
of the kinematic and dynamic conditions in terms
of stream function and vorticity and an equation
for the tangential velocity at interface is presented.
A method of determination of a smooth deformable
interface is discussed.

Key words: convective flows, evaporation,
deformable surface, method of interface
determination, exact solutions.

Введение. Многочисленные эксперименты
по изучению конвективных течений жидкостей
с учетом испарения или конденсации на границе

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ
(проект 15-19-20049)

раздела [1] являются важнейшей мотивацией
для развития теории конвекции, аналитического
и численного исследования новых нестандарт-
ных задач. Экспериментальные исследования
нацелены на изучение процесса испарения
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с ограниченного участка границы раздела «газ
— жидкость» в поток сухого или влажного
газа, проведение измерений массовой скоро-
сти испарения и определение степени влияния
таких управляющих параметров, как расход
газа, температура жидкости и газа, толщина
слоя жидкости и физико-химические свойства
рабочих сред, на формирование структуры те-
чения в жидком слое, особенности испарения и
деформацию поверхности раздела.

Математическое моделирование конвективных
течений включает построение новых точных ре-
шений определяющих уравнений и исследование
влияния гравитационных и термокапиллярных
эффектов, граничного теплового режима и спо-
собности границы абсорбировать испаряющуюся
жидкость на характер течения с помощью по-
лученных аналитических решений [2–4]. Систе-
ма уравнений Обербека — Буссинеска, описыва-
ющая конвективные движения жидкостей, явля-
ется достаточно сложной в силу своей нелиней-
ности, высокого порядка и невозможности отне-
сти ее к какому-либо классическому типу [5]. По-
строение решений дифференциальных уравнений
специального вида позволяет перейти к задаче
меньшей размерности. Точные решения дают воз-
можность быстро и эффективно моделировать ре-
альные течения жидкостей, в том числе течения
в условиях фазового перехода на поверхностях
раздела. Важность точных решений заключает-
ся также и в том, что их использование позволя-
ет на качественном уровне выделить физические
факторы, определяющие основные механизмы те-
чения. В ситуации, когда задача является много-
параметрической, именно точное решение позво-
ляет изучить степень и характер влияния отдель-
ных факторов и их взаимных комбинаций, уточ-
нить математическую модель с целью адекватно-
го описания исследуемых течений.

Моделирование двухслойных течений на осно-
ве точных решений в двумерном и трехмерном
случаях, исследование устойчивости течений, ко-
торые могут быть описаны данными решениями,
проведено в [2–4]. Новые точные решения, опи-
сывающие установившиеся конвективные течения
с учетом испарения на термокапиллярной грани-
це раздела в канале, получены в [4] для трех-
мерного случая при отсутствии осевой симмет-
рии и в [1–3] — в рамках двумерной постанов-
ки. Указанные решения удовлетворяют уравнени-
ям Навье — Стокса в приближении Обербека —
Буссинеска, в которых дополнительно учитыва-
ются эффекты Соре (термодиффузии) и Дюфу-
ра (диффузионной теплопроводности) [6–8] в га-
зопаровой среде и которые являются аналогами
решения Остроумова — Бириха [9–11].

При построении аналитического решения
уравнений конвекции полагается, что граница

раздела не деформируется в процессе движения
и остается прямолинейной в двумерном случае
и плоской — в трехмерном. До сих пор открыт
вопрос об определении реального положения
поверхности раздела (которая, вообще говоря,
является деформируемой межфазной границей)
при использовании точных решений. Авторами
выработано несколько подходов к решению
данного вопроса. Реальное положение границы
раздела может быть получено в результате ис-
следования устойчивости течения, описываемого
точным решением. В этом случае выписывается
система уравнений для возмущений основного
течения, характеристики которого определяются
точными решениями и уравнением границы
раздела. В другом подходе уже в результате
построения точного решения на завершающем
этапе граница раздела может быть найдена из
уравнений, которые представляют собой кине-
матическое и одно из динамических условий на
поверхности раздела. Причем последнее задает
скачок нормальных напряжений на межфазной
границе. В данной работе обсуждается общая
схема реализации второго подхода, позволяющего
найти поправку границы раздела.

Постановка задачи и ее решение. Пусть
система координат выбрана таким образом, что
вектор силы тяжести g направлен противополож-
но оси Oy (g = (0,−g)). Жидкость и газопаро-
вая смесь заполняют бесконечные слои толщи-
ной l и h. Ниже индексы i = 1, 2 будут опреде-
лять верхний (газопаровой) i = 2 или нижний
(жидкий) i = 1 слой системы. Представим дву-
мерную задачу для определения компонент векто-
ра скорости v = (u, v), модифицированного дав-
ления p′ (отклонение давления от гидростатиче-
ского значения), температуры T и концентрации
пара C, удовлетворяющих приближению Обербе-
ка — Буссинеска уравнений Навье — Стокса [8]:

Рис. 1. 2D геометрия области течения

70



71

Динамика рефлексивного коллективного поведения...О подходах к решению задачи о деформации межфазной границы...

uiuix + viuiy = −ηpi p
′
ix +

ηvi
Re

∆ui, (1)

uivix+viviy = −ηpj p
′
iy+

ηvi
Re

∆vi+(
ηTi Gr

Re2
Ti+

γGa

Re2
C

︸ ︷︷ ︸
),

(2)
uix + viy = 0, (3)

uiTix + viTiy =
ηTi

RePr
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1
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Здесь система уравнений представлена в безраз-

мерной форме. При этом p′i = pi +
ηpi Ga

Re2
y. Кон-

центрация пара в газопаровой фазе определяется
уравнением диффузии (5). Отмеченные в уравне-
ниях (2) и (4) слагаемые и уравнение (5) учитыва-
ются только для описания динамики и тепломас-
сопереноса в верхнем слое системы. Здесь Re =
u∗h/ν1 — число Рейнольдса, Pr = ν1/χ1 — чис-
ло Прандтля, Gr = β1T∗gh

3/ν21 — число Грасго-
фа, Ga = gh3/ν21 — число Галилея, g = |g|,
Pe = u∗h/D — число Пекле, ηp1 = 1, ηp2 = 1/ρ̄,
ηv1 = 1, ηv2 = ν̄, ηT1 = 1, ηT2 = χ̄, ρ̄ = ρ2/ρ1,
ν̄ = ν2/ν1, χ̄ = χ2/χ1, β̄ = β2/β1; u∗ — характер-
ное значение скорости жидкости, h — характер-
ный размер (например, высота слоя жидкости),
ρi — относительное значение плотности, νi и χi —
коэффициенты кинематической вязкости и темпе-
ратуропроводности, D — коэффициент диффузии
пара в газе, βi — коэффициент теплового расши-
рения, γ — концентрационный коэффициент плот-
ности, коэффициенты δ и α характеризуют эф-
фекты Дюфура и Соре.

Точные стационарные решения системы урав-
нений (1) — (5) представимы в виде [1, 2]:

ui =
y4

24
Li
4 +

y3

6
Li
3 +

y2

2
ci1 + yci2 + ci3, vi = 0,

Ti = (ai1 + ai2y)x+ ϑi, C = (b1 + b2y)x+ ϕ,

p′i =
(y2
2
di3 + ydi2 + di1

)
x+ ψi, (6)

где ϑi и ϕ представляют собой полиномы седь-
мой степени, а ψi — полиномы восьмой степени
относительно поперечной координаты, коэффици-
енты Li

j выражаются через физические парамет-
ры системы, cik являются константами интегриро-
вания, dik выражаются через физические парамет-
ры, константы интегрирования ci1 и коэффициен-
ты aik, bk.

На термокапиллярной границе раздела выпол-
нены кинематическое и динамические условия,
условия непрерывности скорости, температуры,
условие для тепловых потоков и соотношение ба-
ланса массы пара, включающие влияние термо-
диффузии и диффузионной теплопроводности на

перенос тепла и массы, а также уравнение для
концентрации насыщенного пара на границе раз-
дела. Подробная постановка задачи с обсуждени-
ем типа граничных условий для температуры и
концентрации пара на твердых границах, ее обос-
нование и анализ и описание алгоритма нахожде-
ния констант интегрирования может быть найде-
но в [1, 2].

Система уравнений для нахождения гра-
ницы раздела в двухслойной задаче. Опре-
деление положения границы раздела, претерпе-
вающей деформации под влиянием тепловых или
механических нагрузок, в многослойных системах
представляет отдельную трудность. В настоящее
время для решения этой задачи имеется весьма
ограниченное число эффективных методов и чис-
ленных алгоритмов, имеющих строгое математи-
ческое обоснование и основанных на точном удо-
влетворении используемых граничных условий.
Так, в задаче о конденсации пара на криволи-
нейной поверхности [12] получено эволюционное
уравнение для нахождения толщины слоя конден-
сата и разработан численный метод его решения.
При этом в задаче о конденсации неподвижного
пара на криволинейном ребре функция, опреде-
ляющая толщину пленки, будет зависеть от коор-
динаты, направленной вдоль кривой, образующей
поверхность ребра. Для аппроксимации опреде-
ляющих уравнений применяется метод конечных
объемов с неявной схемой по времени.

Разработке численных методов для определе-
ния деформируемых поверхностей раздела, вклю-
чая свободные границы, посвящены работы [13,
14]. В частности, в [14] построена математическая
модель для исследования течений в системе тон-
ких жидких слоев, находящихся под действием
тепловой нагрузки. Идея построения модели ос-
нована на декомпозиции сложной задачи на уни-
тарные элементы с некоторым набором правил их
сопряжения друг с другом [15]. Каждый из мо-
дулей представляет собой однотипную локальную
модель, в которой расчет неизвестных характери-
стик организован независимо от других модулей
системы. При этом «набор правил», определяю-
щий, например, общие границы между модулями
и функциональные зависимости на них, соединя-
ет эти модули в исходную систему. Определяю-
щую роль при таком подходе играют физические
и теплофизические свойства жидких слоев. Имен-
но они управляют конвективными движениями
в слоях и определяют положение и форму поверх-
ностей раздела. Кроме того, модель можно рас-
ширять, добавляя к ней новые данные о физиче-
ских процессах, обеспеченных выполнением зако-
нов сохранения. Характерной чертой разработан-
ных методов является решение задачи в перемен-
ных «функция тока – вихрь», при котором отправ-
ной точкой расчетов оказывается решение уравне-
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ния для определения касательной скорости, кото-
рое есть следствие динамического условия, а по-
ложение границы раздела находится исходя из ки-
нематического условия.

Рассмотрим динамическое условие на границе
раздела Γ (размерный вид см. в [8]):

[P · n] = 2σHn+∇Γσ, (7)

где [P·n] = P1

∣∣
Γ
·n−P2

∣∣
Γ
·n, Pi — тензор напряже-

ний Pi = −piI+2ρiνiD(vi), D — тензор скоростей
деформаций i-й жидкости, ∇Γ = ∇− n(n · ∇) —
поверхностный градиент, n — единичный вектор
внешней (по отношению к 1-й жидкости) норма-
ли, σ — коэффициент поверхностного натяжения.
В результате проектирования условия (7) на еди-
ничный вектор нормали к поверхности раздела
(внешней по отношению к нижнему слою) n и еди-
ничный касательный вектор s получим в безраз-
мерном виде условия:

−p1 +
2

Re
n ·D(v1)n−

−[−p2 +
2ρ̄ν̄

Re
n ·D(v2)n] =

1

CaRe
σK, (8)

2s ·D(v1)n − 2ρ̄ν̄s ·D(v2)n = −Ma
∂Θ

∂s
. (9)

Предполагается, что имеет место линейная за-
висимость коэффициента поверхностного натяже-
ния от температуры: σ̄ = 1−MnCa(Θ−Θ0). При
формулировке условий использованы следующие
обозначения: Re— число Рейнольдса, Ca — капил-
лярное число (Ca =

ρ1u∗ν1
σ0

), Mn — число Ма-

рангони (Ma =
σTT∗

ρ1ν1u∗
), Θ — безразмерная тем-

пература (ее отклонение от относительного зна-
чения), K = 2H — кривизна границы раздела Γ
(здесь плоской кривой); H — средняя кривизна
поверхности Γ (относительно соглашения о знаке
H см. [8]), σ0 и σT — константы, σ0 — характерное
значение поверхностного натяжения, σT — темпе-
ратурный коэффициент поверхностного натяже-
ния (σT > 0 для большинства жидкостей).

Заметим, что при построении точного решения
(6) условие (8) на границе раздела Γ, задаваемой
уравнением y = 0, выполняется в виде

p1 − p2 = 0, (10)

а кинематическое условие (12) удовлетворяется
автоматически.

Если реальное положение границы раздела Γ
задается уравнением y = f(x, t) (в рассматривае-
мом случае f(x, t) — это отклонение от положения
y = 0), то единичный вектор нормали к границе
раздела определяется следующим образом:

n = (n1, n2) =
(
− fx√

1 + f2
x

,
1√

1 + f2
x

)
. (11)

Единичный касательный вектор бу-
дет определяться соответственно как
s = (s1, s2) = (n2,−n1), а кривизна кривой равна
K = fxx/

(
1 + f2

x

)3/2 (или K = 1/R, R — радиус
кривизны в [13, 17]). Зависимость функции f от
«фиктивного» времени t при решении стационар-
ной задачи позволяет организовать итерационный
процесс расчета положения границы раздела.

Поскольку диффузионный поток массы в ре-
зультате испарения на границе раздела учитыва-
ется только в условии теплового баланса, то кине-
матическое условие в общем случае имеет вид [8]

v1 · n = v2 · n = Vn, Vn =
ft√
1 + f2

x

. (12)

Здесь Vn — скорость движения границы раздела
в направлении нормали n. Вихрь и функция тока
связаны с компонентами вектора скорости следу-
ющим образом: ω = vx − uy, u = Ψy, v = −Ψx.
Касательная и нормальная скорости жидкости на
границе раздела vs = v · s, vn = v · n выражают-
ся через производные функции тока по направле-
нию касательного и нормального векторов, соот-
ветственно:

vs =
∂Ψ

∂n
, vn = −∂Ψ

∂s
. (13)

Условия (8), (9), (12) могут быть записаны
в терминах ω − Ψ (см., например, [13, 16]). Но
если соотношения (9), (12) записываются в тер-
минах ω − Ψ достаточно просто, то уравнение (8)
предстоит продифференцировать по касательно-
му направлению. Затем следует воспользоваться
уравнениями (1), (2), записанными для обеих сред
(здесь жидкости и газопаровой смеси), для вы-
числения производной функции давления по ка-
сательному направлению. Будем придерживаться
подхода, разработанного в [13,17] и позволяющего
переписать (8) в виде уравнения для касательной
скорости vs на границе раздела, определяемой те-
перь уравнением y = f(x, t).

Результат дифференцирования функций p1 и
p2 по направлению касательного вектора s есть
следствие применения уравнений (1), (2) и следу-
ющих соотношений

(∆v, s) = −∂ω

∂n
, ((v·∇)v, s) = vs

∂vs
∂s

+vn
∂vn
∂s

−ωvn,

(vt, s) =
∂vs
∂t

− vn
∂vn
∂s

− v2nKfx, (14)

n ·D(v)n = −∂vs
∂s

+ vnK, (15)

2s ·D(v)n = 2
∂vn
∂s

− ω + 2vsK. (16)
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Соотношение (16) есть результат преобразования
касательных напряжений (левой части) и исполь-
зования кинематического условия, продифферен-
цированного вдоль границы Γ.

Таким образом, имеем:

∂p1
∂s

= {−u1t − (v1 · ∇)u1 +
1

Re
∆u1}s1+

+{−v1t − (v1 · ∇)v1 +
1

Re
∆v1 +

Gr

Re2
T1 −

Ga

Re2
}s2 =

= −{∂v1s
∂t

− v1n
∂v1n
∂s

− v21nKfx}−

−{v1s
∂v1s
∂s

+ v1n
∂v1n
∂s

− ω1v1n}+

+
1

Re

(
− ∂ω1

∂n

)
+ s2{

Gr

Re2
T1 −

Ga

Re2
}; (17)

∂p2
∂s

= {−ρ̄u2t − ρ̄(v2 · ∇)u2 +
ρ̄ν̄

Re
∆u2}s1+

+{−ρ̄v2t − ρ̄(v2 · ∇)v2 +
ρ̄ν̄

Re
∆v2+

+
Gr

Re2
β̄ρ̄T2 −

Ga

Re2
ρ̄+

Ga

Re2
γρ̄C}s2 =

= −ρ̄{∂v2s
∂t

− v2n
∂v2n
∂s

− v22nKfx}−

−ρ̄{v2s
∂v2s
∂s

+ v2n
∂v2n
∂s

− ω2v2n}+
ρ̄ν̄

Re

(
− ∂ω2

∂n

)

+s2{
Gr

Re2
β̄ρ̄T2 −

Ga

Re2
ρ̄+

Ga

Re2
γρ̄C}. (18)

В результате дифференцирования соотношения
(8) вдоль границы Γ (т.е. по касательному направ-
лению) получим:

−∂p1
∂s

+
∂p2
∂s

+
2

Re

∂

∂s
(n·D(v1)n)−

2ρ̄ν̄

Re

∂

∂s
(n·D(v2)n) =

=
1

CaRe

∂

∂s
(Kσ).

Пусть в качестве характерной скорости выбрана
скорость релаксации вязких напряжений. Тогда
Re = 1. Поскольку выполняется (15), то получим
с учетом (17), (18) следующее уравнение для ка-
сательной скорости vs:

(1− ρ̄)
∂vs
∂t

+(1− ρ̄)vs
∂vs
∂s

= 2(1− ρ̄ν̄)
∂2vs
∂s2

+V, (19)

V =
1

Ca

∂

∂s

[
Kσ

]
−

(∂ω1

∂n
− ρ̄ν̄

∂ω2

∂n

)
+

−2(1− ρ̄ν̄)
∂

∂s

(
vnK

)
+

+(1− ρ̄)Kfxv
2
n + vn(ω1 − ρ̄ω2)−

−τ2[(ρ̄β̄ − 1)Gr T + (1− ρ̄)Ga+ ρ̄γGaC].

Для функции f , определяющей отклонение гра-
ницы раздела от положения y = 0, условие (12)
можно переписать в виде (см. (13)):

ft −
√
1 + f2

x vn = 0. (20)

или

ft +
√
1 + f2

x

∂Ψ

∂s
= 0.

При выводе уравнения (19) мы воспользова-
лись непрерывностью касательной скорости на
границе раздела Γ, а потому равенством на дан-
ной границе самих касательных скоростей (v1s =
v2s = vs) и их производных по касательному на-
правлению и по времени, а также равенством на
границе раздела нормальных составляющих ско-
рости (v1n = v2n = vn, см. (12)) и их производных
по касательному направлению.

Динамическое условие (9) представимо в виде

ω1 − ρ̄ν̄ω2 =

= Mn
∂Θ

∂s
+ 2(1− ρ̄ν̄)

∂vn
∂s

+ 2(1− ρ̄ν̄)Kvs (21)

и связывает значения вихря скорости жидкой и
парогазовой сред на границе раздела.

Общая схема решения задачи о нахожде-
нии поправки границы раздела. Заметим, что
нормальная составляющая скорости vn, содержа-
щаяся в правой части уравнения (19), вычисля-
ется согласно (12): vn = Vn, а второе слагаемое
в левой части этого уравнения можно заменить

на
1

2

∂

∂s
(vs)

2. Для нахождения положения грани-
цы раздела Γ следует организовать итерационный
процесс нахождения функции y = f(x, t), исхо-
дя из уравнений (19) и (20). Точное решение (6)
продиктует необходимые для вычисления «пра-
вой части» V значения функций T,C, а также
ωi = −uiy (последнее потребуется для нахожде-

ния
∂ω

∂n
на границе раздела).

Важным свойством полученной задачи явля-
ется тот факт, что в рассматриваемой модели за-
мыкающие соотношения (т.е. граничные условия)
не только получены из законов сохранения, но и
сами записаны в форме законов сохранения.

Отметим также, что при численном реше-
нии удобно отображать каждую область, занятую
жидкой средой, в область с прямолинейными гра-
ницами (в плоском случае — в прямоугольник).
Соответствующие преобразования см., например,
в [14].

73



74

МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКАМАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Заключение. Точные решения системы
уравнений Навье — Стокса в приближении Бус-
синеска были построены для описания двухслой-
ных течений жидкости и газопаровой смеси в ста-
ционарном случае с учетом испарения на границе
раздела. Данные решения позволили изучить вли-
яние тепловой нагрузки, расхода газа и физико-
химических свойств жидкости на характер тече-
ний и интенсивность процессов испарения. Вместе
с тем одним из важнейших вопросов остается за-
дача нахождения реального положения границы

раздела, поскольку при построении точного ре-
шения в двумерном случае она предполагалась
прямолинейной. Предполагая достаточную глад-
кость поверхности раздела, предлагается нахо-
дить ее положение численно в результате решения
системы уравнений, которая является следствием
самих уравнений конвекции, а также кинемати-
ческого и динамического условий на границе.

Авторы выражают благодарность А.С. Овча-
ровой за интерес к работе и плодотворные дис-
куссии.
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