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Исследовано математическое обоснование од-
ной модели движения вязкой жидкости в поро-
упругой среде. Рассматриваемая система урав-
нений является обобщением классических моде-
лей фильтрации, в которой пористость являет-
ся заданной функцией. Учет сжимаемости пори-
стой среды является принципиальным моментом.
В основе рассматриваемой модели лежат урав-
нения сохранения массы жидкости и пористого
скелета, закон Дарси для жидкости, учитываю-
щий движение пористого скелета, реологическое
уравнение для пористости и условие равновесия
«системы в целом». Приводится краткий обзор
основных результатов по рассматриваемой про-
блеме. Далее дана постановка задачи одномерно-
го движения магмы в переменных Эйлера. Пе-
реход в переменные Лагранжа позволяет свести
исходную систему к одному уравнению третьего
порядка неклассического типа. Установлена ло-
кальная теорема существования гладкого реше-
ния начально-краевой задачи при модельных за-
висимостях коэффициента фильтрации и коэф-
фициента упругости скелета от пористости, а так-
же доказана глобальная разрешимость задачи.
При доказательстве основную роль играют гло-
бальные априорные оценки, причем центральны-
ми из них являются оценки строгой положитель-
ности и ограниченности пористости.
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The study deals with the mathematical
justification of a filtration model for a viscous fluid in
a poroelastic medium. The system of equations under
consideration is a generalization of classical filtration
models with porosity being a given function. The
consideration of porous medium compressibility is a
matter of principle. The basis of this model includes
fluid mass conservation equations, the porous
skeleton, Darcy’s law for a fluid with consideration
of the porous skeleton movement, the rheological
equation for porosity, and the system equilibrium
condition. Paragraph 1 provides a brief overview of
the main results. In paragraph 2, we state in Euler
variables the problem of one-dimensional motion of
magma. The transition to Lagrange variables allows
us to reduce the original system to a single non-
classical equation of the third order. In paragraph
3, the local theorem on the existence of a smooth
solution of the initial-boundary value problem with
the model dependence of filtration rate and shear
viscosity coefficients on porosity is established. Also,
the global solvability of the problem is proved. Global
a priori estimates play the crucial role in proving the
theorem with the estimates of strict positivity and
limited porosity being the key features.

Key words: filtration, poroelasticity, magma, Darcy
law, global solvability.

Введение. Интерес к задачам фильтрации
в пористых средах возникает, в частности, с ши-
роким применением данных моделей в области
нефтегазодобычи [1], движения грунтовых вод
и связанных с ними проблемами загрязнения [2].

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
РФФИ №16-08-00291.

Первым достижением в этом направлении бы-
ла введенная Терцаги концепция эффективно-
го напряжения для одномерной модели пористой
деформации [3]. В дальнейшем теория Терца-
ги была развита Био [4], практически одновре-
менно и независимо близкая теория изучалась
Френкелем [5]. Позднее аналогичные модели бы-
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ли предложены в работах Николаевского, Золота-
рева и Рахматуллина [6, 7, 8]. Следует отметить,
что в случае двухфазного движения несмешиваю-
щихся несжимаемых жидкостей в недеформируе-
мой пористой среде математическая теория про-
цесса построена в работах [9]. Вопросам обосно-
вания начально-краевых задач двухфазной филь-
трации в недеформируемой пористой среде также
посвящены работы [10, 11, 12]. В работе [13] пори-
стость зависела от давления (но деформация по-
ристого скелета не рассматривалась). В исследо-
вании [14] предложена модель двухфазной филь-
трации в деформируемой пористой среде, в ко-
торой движение твердого скелета описывалось на
основе аналога принципа Терцаги и модифициро-
ванного линейного закона Гука. Вопросы обосно-
вания в этой работе не рассматривались. Это было
сделано в [15, 16], где были построены частные ре-
шения. Близкие по структуре системы уравнений
рассматривались в [17, 18, 19]. В [17] установле-
на локальная разрешимость задачи Коши в про-
странствах С.Л. Соболева. В [18, 19] исследова-
ны решения типа «простой волны». В [20] уста-
новлено свойство конечной скорости распростра-
нения возмущений в случае преобладания упру-
гих свойств твердого скелета. Двумерная задача
была рассмотрена в [21]. Подобная модель иссле-
довалась в [22] в случае двухфазной пороупругой
фильтрации.

Постановка задачи. В работе изучается сле-
дующая квазилинейная система уравнений со-
ставного типа [23]–[24]:

∂ρfφ
∂t + ∂

∂x (ρfφvf ) = 0,

∂ρs(1−φ)
∂t + ∂

∂x (ρs(1− φ)vs) = 0,

(1)

φ(vf − vs) = −k(φ)(
∂pf
∂x
− ρfg), (2)

∂vs
∂x = − pe

ξ(φ) ,

pe = ptot − pf , ptot = (1− φ)ps + φpf ,

(3)

∂ptot
∂x

= −ρtotg, ρtot = (1− φ)ρs + φρf , (4)

решаемая в области (x, t) ∈ QT = Ω × (0, T ), Ω =
(0, 1), при краевых и начальных условиях

vs |x=0,x=1= vf |x=0,x=1= 0,

φ |t=0= φ0(x), ptot |x=0= p0(t).

(5)

Здесь ρf , ρs, vf , vs, pf , ps – соответственно, плот-
ности, скорости и давления жидкой и твердой
фаз; φ – пористость, pe – эффективное давление,
ptot – общее давление, ρtot – общая плотность;
g – плотность массовых сил, k(φ) – коэффициент

фильтрации, ξ(φ) – коэффициент объемной вяз-
кости (заданные функции). Задача записана в эй-
леровых координатах (x, t). Истинные плотности
фаз принимаются постоянными. Искомыми явля-
ются величины φ, vs, vf , pf , ps. При исследовании
задачи (1)–(4) удобно использовать переменные
Лагранжа [9, стр. 47]. В новых безразмерных пе-
ременных система примет вид

∂(1−φ)
∂t + (1− φ)2 ∂vs∂x = 0,

∂
∂t

(
φ

1−φ

)
+ ∂

∂x (φ(vf − vs)) = 0,

(6)

φ(vf − vs) = −k(φ)((1− φ)
∂pf
∂x
− ρfg), (7)

(1− φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, (8)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe. (9)

Далее рассмотрим следующие зависимости:
k(φ) = φ, a1(φ) = φ. Таким образом, система
(6)−(9) приводится к одному уравнению для функ-
ции φ:

∂
∂t (

φ
1−φ ) = ∂

∂x (φ((1− φ) ∂
∂x ( ∂∂t ln( φ

1−φ ))−

−g(ρtot + ρf ))).

(10)

Следует отметить, что близкие уравнения рас-
сматривались во многих работах, например в [25,
с. 158]. Особенностью (10) является необходи-
мость доказательства физического принципа мак-
симума для пористости φ ∈ (0, 1). В дальней-
шем также вместо φ удобно ввести функции s =
φ

1−φ , s
0 = φ0

1−φ0 . Полагая z = ∂(lns)
∂t , приходим

к следующей задаче для z, s:

z = ∂(lns)
∂t , s|t=0 = s0(x),

z
d(s) −

∂
∂x (a(s) ∂z∂x − b(x, t, s)) = 0,

(a ∂z∂x − b) |x=0,x=1= 0,

(11)

где d(s) = 1
s , a(s) = s

(1+s)2 , b(x, t, s) =
s

1+sg( s
1+s (ρf − ρs) + (ρs + ρf )). Локальная класси-

ческая разрешимость задачи (11) легко устанав-
ливается с помощью теоремы Банаха и следует
алгоритму из [26]. Принцип максимума для φ при
малых значениях t ∈ [0, t0] следует из представ-

ления lns(x, t) = lns0(x) +

∫ t

0

z(x, t)dτ . Итак, при

φ0 ∈ C2+α(Ω̄T ), 0 < m0 ≤ φ0 ≤ m0 < 1, на про-
межутке [0, t0] существует и единственно реше-
ние задачи (1)-(5) s(x, t) ∈ C2+α,1+α

2 (Qt0), z(x, t) ∈
C2+α(Ω) причем, 0 < φ(x, t) < 1. Получим гло-
бальные априорные оценки решения (s, z), не за-
висящие от величины t0. После этого локальное
решение можно продолжить на весь отрезок [0, T ].
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Глобальная разрешимость. Решени-
ем задачи (1)–(5) называется совокупность
функций φ, vs, vf ∈ C2+α,1+α/2(QT ), pf , ps ∈
C1+α,1+α/2(QT ), таких, что 0 < φ < 1. Эти
функции удовлетворяют уравнениям (1)–(4)
и начальным и граничным условиям (5) как
непрерывные в Q̄T функции.

Теорема. Пусть данные задачи (1)–(5) подчи-
няются следующим условиям: функция g, началь-
ная функция φ0, граничная функция p0 удовле-
творяют следующим условиям гладкости:

g ∈ C1+α,1+α/2(Q̄T ),

φ0 ∈ C2+α(Ω̄), p0(t) ∈ C1+α[0, T ],

а также функция φ0 удовлетворяет неравенству

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, x ∈ Ω̄,

где m0, M0 – известные положительные констан-
ты. Тогда для всех t ∈ [0, T ], T < ∞ существует
единственное решение задачи (1)–(5), причем су-
ществуют числа 0 < m1 < M1 < 1 такие, что
m1 ≤ φ(x, t) ≤M1, (x, t) ∈ QT .

Поскольку на промежутке [0, t0] существует
решение задачи (1)–(5), причем 0 < φ(x, t) < 1,
x ∈ Ω, t ∈ [0, t0]. После получения необходимых
априорных оценок, не зависящих от величины t0,
локальное решение можно продолжить на весь от-
резок [0, T ]. Из (10), (11) имеем

∂s

∂t
− ∂

∂x

(
s

1 + s

(
1

1 + s

∂2(lns)

∂x∂t
− ḡ(φ(s))

))
= 0,

(12)

s|t=0 = s0, (
s

1 + s
(

1

1 + s

∂2(lns)

∂x∂t
−ḡ(φ(s)))|x=0,1 = 0

(13)
где ḡ(s) = g( 1

1+sρs + 1+2s
1+s ρf ).

Справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. Пусть s(x, t) – решение задачи (12)–

(13). Тогда существует такая точка a(t) ∈ [0, 1],

что s(a(t), t)dx = S ≡
1∫

0

s0(x)dx.

Доказательство полностью следует [9].
Лемма 2. Пусть s(x, t) – решение задачи (12)–

(13). Тогда 0 < A ≤ s ≤ B < ∞, где A =
m0

1−m0
e−
√
C , B = M0

1−M0
e
√
C , C – постоянная, зави-

сящая только от данных задачи и независящая от
t0.

Доказательство. Пусть функция ψ(s) такая,
что d2ψ(s)

ds2 = ( 1
s + 1)2. Умножив уравнение (12) на

dψ(s)
ds и проинтегрировав по x от 0 до 1, получим

интегральное равенство

d

dt

1∫
0

(ψ(s) +
1

2
(lns)2x)dx =

1∫
0

ḡ(1 + s)(lns)xdx.

Откуда имеем оценку

d

dt

1∫
0

(ψ(s) +
1

2
(lns)2x)dx ≤

≤ 1

2

 1∫
0

((lns)x)2dx+

1∫
0

(ḡ(1 + s))2dx

 .

Из определения ψ(s) следует, что

ψ =
s2

2
+ (2s− 1)lns+ s(c1 − 2) + c2.

Выбирая c1 = 3, c2 = 3/2, получим, что

ψ =
(s+ 1)2

2
+ (2s− 1)lns+ 1 ≥ (1 + s)2

2
,

поскольку (2s − 1)lns + 1 > 0 для любого s > 0.
Учитывая свойства ψ, получим

d

dt

1∫
0

(ψ(s) + (lns)2x)dx ≤ C
1∫

0

(ψ(s) + (lns)2x)dx,

где C – постоянная, зависящая от данных задачи
и не зависящая от t0. Из неравенства Гронуолла

получаем
1∫

0

(lns)2xdx ≤ C. Поскольку |lns− lnS| =

|
x∫

a(t)

sx
s
dx| ≤ |

1∫
0

sx
s
dx| ≤ C, то e−C ≤ s

S ≤ eC , и,

следовательно, 0 < A
1+A ≤ φ ≤ B

1+B < 1. Лемма
2 доказана. Поскольку уравнение (12) ввиду лем-
мы 2 становится равномерно эллиптическим для
всех t ∈ [0, T ], то, используя теорию эллиптиче-
ских уравнений [27], получаем, что z ∈ C2+α(Ω).
Гладкость функции z по переменной t определяет-
ся гладкостью функции g(x, t). Теорема доказана.

Замечание. Решение задачи (1)-(5) в рас-
сматриваемом случае можно получить в более
широком классе. А именно: sx, st, (lns)xxt ∈
L2(QT ). Для доказательства используется извест-
ная процедура [25, с. 48]: начальную функцию s0

приблизим функцией s0ε такой, что s0ε → s0 при
ε → 0 в W 1

2 (0, 1). Возникают последовательности
(sε, zε), удовлетворяющие задаче (11). Для реше-
ний этих задач справедливы леммы 1, 2 и следу-
ющие оценки:∫ 1

0

(s2εx+s2εt+z
2
ε+z2εx+z2εxx+z2εxt)dx ≤ c(1+

∫ 1

0

|s0x|2)

равномерно по ε. Из этой оценки следует, что sε →
s, zε → z, zεx → zx сильно в L2, а zεxx → zxx слабо
в L2. Предельные функциии будут удовлетворять
системе (11) почти всюду.

Заключение. В работе доказана глобальная
разрешимость начально-краевой задачи одномер-
ного движения магмы в пороупругой среде.
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