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Акцентируется внимание на корректности матема-
тического моделирования процессов вне зависимости 
от выбранных процедур обработки результатов наблю-
дений. Описываются теоретические модели процес-
сов, исходные предположения для которых априо-
ри выполняются, и эмпирические модели, исходные 
базы данных и знаний которых могут быть недосто-
верными. Рассматриваются прикладные задачи про-
гноза и оценки параметров, обоснования оптималь-
ных решений, которые базируются на теоретических 
и эмпирических моделях процессов. Предлагаются 
методы конструирования и оценки работоспособно-
сти модельных решений, которые зависят от уровня 
неопределенности описания процессов исследуемо-
го объекта. Исходя из вышесказанного, проводится 
анализ теоретических моделей и прикладных задач, 
решаемых с их использованием. Также рассматрива-
ются методы анализа достоверности исходных пред-
положений и способов их контроля, схемы обработки 
информации: задача прогноза; задача точечной оцен-
ки; задача обоснования оптимального решения. В за-
ключении описываются некоторые приемы построе-
ния эмпирических моделей процессов, основанные 
на интервальных оценках.

Ключевые слова: регрессионный анализ, прикладной 
интервальный анализ, модели прогноза, модели оценки 
параметров, уровень неопределенности.

In this study, we focus on the accuracy of mathemati-
cal modeling of processes, regardless of selected observa-
tion results processing routines. This paper presents the-
oretical models of processes with assumptions fulfilled a 
priori and empirical models with unreliable original data-
base and knowledge base. We consider applied problems 
of forecast and evaluation of target parameters, provision-
ing of grounds for optimal solutions based on theoretical 
and empirical models of processes. We introduce meth-
ods to design and evaluate the efficiency of model solu-
tions which depend on the level of uncertainty while de-
scribing the processes of the object under study. Based 
on that, theoretical models and applied problems solved 
by their use are analyzed. Also, we discuss methods of re-
liability assumptions analysis and their control and tech-
niques of information processing: the forecasting prob-
lem, the point estimation problem, the optimal solutions 
problem. In conclusion, some techniques based on inter-
val estimates for developing empirical models of pro-
cesses are presented.

Key words: regression analysis, applied interval analysis, 
forecast models, parameter evaluation models, level of un-
certainty.
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Введение. В работе рассматриваются новые аспек-
ты обработки наблюдений при построении функцио-
нальных зависимостей. Краткая формулировка задачи: 
по таблице наблюдений 1( , )N

j j jx y   за входными пере-
менными nx X R   и выходной переменной y R  
моделируемого процесса оценить значение вектора 
a заданной функции . Различные 
аспекты этой задачи и методы ее решения рассматри-
вались, например, в работах [1–11].

Начиная с Гаусса задача решается методом наи-
меньших квадратов (МНК), который в случае линей-
ной по параметрам функции f  сводится к системе 
линейных алгебраических уравнений. В начале про-
шлого века с развитием математической статисти-
ки появилась дополнительная возможность количе-
ственной оценки точности вычисленных параметров 
и значений функции. Фундаментальными научными 
результатами этого развития являются доказательство 
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оптимальности оценок МНК в классе линейных опе-
раторов математической статистики, разработка про-
цедур проверки статистических гипотез в четко сфор-
мулированных исходных предположениях [1].

Во второй половине прошлого века эти методы 
оформились как регрессионный и корреляционный 
анализы [3, 4]. В это же время накапливаются про-
блемы их применения на практике. Критика ведется 
по выполнимости исходных предположений по двум 
главным направлениям: ограничения в использова-
нии вероятностно-статистических методов на прак-
тике [12–14] и по путям «выхода из кризиса» при воз-
можных нарушениях исходных предположений [3–5].

Характерно для науки, что в это время был пред-
ложен и развит новый метод решения рассматривае-
мой задачи, который основан на интервальной мате-
матике [2, 6–10].

В ряде работ ранее и сейчас прикладной интер-
вальный анализ данных рассматривается как альтер-
нативный подход к традиционному, что, в частности, 
выражается использованием термина «нестатисти-
ческий» [6, 10]. В этой связи следует отметить срав-
нительные исследования статистических и интер-
вальных оценок, выполненные в работах [15, 10], 
которые исключили их доминирование: в зависи-
мости от условий моделирования интервальные 
оценки могут быть лучше или хуже оценок МНК. 
Сблизило эти методы и то, что условия их приме-
нения могут одинаково не выполняться и трудно 
поддаются контролю, особенно в слабоструктури-
рованных приложениях.

Необходимым условием прикладной ценности ма-
тематических моделей является их достоверность. Это 
требование выражается в том, что для истинного про-
цесса (a , )uy f x  рассматриваемого объекта O  вы-
полнено условие  
Здесь множество ( )F x  выступает интервалом не-
определенности полученной модели процесса 

. 
Погрешности моделирования можно выразить мно-

жеством ( )A x  оценок вектора параметров a. В регрес-
сионном анализе это множество определяется уров-
нем доверительной вероятности расчетной функции 
распределения вектора параметров a , в интервальном 
анализе ( )A x  является решением интервальных си-
стем уравнений. Множества ( )F x  и ( )A x  согласованы, 
т.е. 

( )
( ) max ( , );H a A x

F x f a x


   
Таким образом, теоретическими мы называем моде-
ли, для которых включение , или ( )a A x   
обеспечивается априори. Для эмпирических моделей 
необходимы дополнительные процедуры проверки вы-
полнимости этого условия. 

Таким образом, акцент на построение теоретиче-
ских моделей и на корректное построение эмпири-
ческих моделей позволяет повысить их прикладную 
ценность. В работе приведен метод двух моделей, ко-
торый, учитывая особенности прикладных задач, по-
вышает эффективность модельных решений. 

Теоретические модели процессов и их приложения. 
Рассмотрим схемы обработки информации по объектам 
и процессам, для которых имеется хорошая теоретиче-
ская база знаний и экспериментальная практика (рис. 1).

Рис. 1. Схема построения теоретических моделей процессов

 Результатом теоретического моделирования из-
вестного с точностью до параметров процесса 

 является множество ( )a A x .
В работе [11, с. 13] предлагается расширить фор-

мализацию задачи и дополнительно к схеме рисун-
ка 1 провести математическое моделирование про-
цесса использования модели (рис. 2). Двухэтапная 
схема обработки информации характеризуется тем, 
что производится построение двух математических 
моделей, исходной для моделируемого объекта O  
и прикладной, при конструировании которой учи-
тываются дополнительные условия решаемой при-
кладной задачи. В рассматриваемом случае исполь-
зуется известный подход исследования операций, 

при котором обоснование решений осуществляется 
по второй модели, а оценка их эффективности (ра-
ботоспособности) выполняется по первой. Заметим, 
что в частных случаях первая и вторая модели мо-
гут совпадать.

Рассмотрим далее задачи обработки информации 
по схеме, представленной на рисунке 2.

Задача прогноза. Пусть на множестве точек 
x X X   для объекта O  необходимо получить 
оценки ŷ  выходной переменной y . Данную задачу 
решаем методами исследования операции при априо-
ри заданной произвольной структуре модели прогноза 

( , )y F x b  , ; nx X b R   путем нахождения точеч-
ной оценки вектора неизвестных параметров: * nb R .
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Рис. 2. Схема обработки информации на стадии использования математической модели 

В рамках вероятностно-статистических подхо-
дов данная задача впервые поставлена и исследована 
для частных случаев в работе [5, с. 152–153], в кото-
рой модель прогноза настраивается решением следу-
ющей задачи: 

   2 2
,min ( ( , ) ( , ))

n x a П
b R

s M f a x f b x
�

� � ,          (1)

где квадрат разности прогнозной модели и опи-
сания объекта O  усредняется по переменным a  
и x X X   в предположении, что для пользова-
телей известно вероятностное распределение вход-
ных переменных на интервале времени использова-
ния прогнозной модели.

Указанный способ конструирования моделей про-
гноза можно использовать в различных исходных ус-
ловиях построения теоретических моделей процессов, 
в том числе и отличных от предположений регресси-
онного анализа. В последнем случае функция распре-
деления вектора параметров a  и оценки множества 

( )A x  вычисляются теоретическими методами или с ис-
пользованием имитационного моделирования. 

Конструирование уравнений прогноза согласно (1) 
существенно расширяет область применения матема-
тических моделей на практике. Для выбора уравнений 
прогноза и условий его использования нет необходи-
мости использовать истинную модель объекта O, ко-
торая может оказаться сложной или не реализуемой 
по условиям прогноза, например, из-за технических 
ограничений. Иногда можно сознательно изменить 
структуру модели прогноза с целью повышения его 
качества. Так, в [5, с. 153] приведен пример модифи-
кации уравнения прогноза, которая приводит к сниже-
нию на 14% ошибки прогноза по сравнению с ошиб-
кой при использовании функции . 

Для оценки работоспособности модели прогноза 
используется, как и в регрессионном анализе, коэф-
фициент детерминации и рекомендованные для него 
пороговые значения.

Задача точечной оценки вектора параметров   
в рамках вероятностно-статистических подходов. 
Считаем, что модель исследуемого объекта известна 
с точностью ( )B x  . Лучшее приближение *b  векто-
ра параметров   зависит от условий их использова-
ния, задаваемых множеством x X X  и от вероят-
ностных характеристик вектора x. Критерий качества 

оценки связан с расстоянием *b  . Задача оценки: 
найти *b  из условия

           
( )

min max
n xb R a A x
M a b

 
   .  (2)

В частном случае, когда множество A не зависит 
от x, задача (2) сводится к поиску минимального шара, 
содержащего это множество: min max

n a Ab R
a b


   .

Задача обоснования оптимального решения *x  
для выбранного объекта O . Пусть ( , , )x w y  — целе-
вая функция задачи выбора и вектор w точно изве-
стен ЛПР. Статистически оптимальное решение на-
ходим так:

       ( ) arg max ( , , )ax X
x w M x w y


� .   (3)

Построение специальных моделей обоснования 
решений, отличных от (3), возникает, например, в сле-
дующих случаях: наличие ограничений на реализа-
цию решения ( )x w� ; необходимость использования 
простых моделей управления; информационное вы-
рождение оценок вектора а при текущей идентифи-
кации модели.

В качестве иллюстрации выбора простой модели 
принятия решений вместо (3) рассмотрим объект O, у ко-
торого 2( , , ) ( ) , ,x w y y w y a x x R      ; w  — извест-
ный ЛПР параметр. Пусть на стадии описания объекта 
найден интервал [ , ]H VA A  оценок параметра a , и ана-
логом модели (3) принята минимаксная задача обосно-
вания решений: 2

[ , ]
( ) arg max min ( )

H Va A Ax X
x w a x w


    � . 

Оптимальное решение имеет вид: ( ) 2 / ( )H Vx w w A A  � . 
Выберем для обоснования решения *x  детерминиро-
ванную модель ,y x x R  , где   — параметр упро-
щенной модели. Оптимальное решение имеет вид: 

( ) /x w w  � . Если принять значение параметра  , 
равное середине интервала [ , ]H VA A , то детерминиро-
ванная задача принятия решений эквивалентна мини-
максной задаче для всех значений w . 

Развитие данного подхода к выбору альтернатив-
ных (3) моделей обоснования оптимальных решений 
проведено в работе [11], в которой метод двух моде-
лей применяется для спектра условий их применения. 
При этом подобно задаче синтеза моделей прогноза 
(1) первая модель является рабочей, а вторая исполь-
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зуется для настройки параметров первой и оценки ее 
работоспособности.

Моделирование процессов: прикладной интер-
вальный анализ. Метод двух моделей может най-
ти применение в прикладном интервальном анализе, 
который рассматривался, например, в работах [8, 12, 
16, 17]. Даже в случае линейной по параметрам мо-
дели процесса множество неопределенности может 
зависеть от значений входных переменных. Эта за-
висимость возникает, например, при использовании 
в качестве априорной информации функциональных 
неравенств. Так, еще в работе [2, с. 702] отмечает-
ся, что в ряде случаев существенное использование 
в численных алгоритмах может найти полученная 
теоретическим путем информация о расположении 
и свойствах решения (границы самого решения и его 
производных и т.п.).

Рассмотрим случай построения линейной мо-
дели процесса по таблице наблюдений, в которой 
переменные 1 2( , ,..., )nx x x  измерены безошибочно, 
а jy  заданы интервалом [ , ], 1,...,H V

j j jY y y j N  , где 

0 0;H R V R
j j j j j jy y y y     ; R

jy  – результат, а 0
j  — оцен-

ка ошибки измерения j–го опыта. Тогда оценки ( )A N  
истинных коэффициентов модели 0 1 1 ... n ny a x a x    
удовлетворяют системе N  двухсторонних неравенств, 
которые соответствуют интервальным системам ли-
нейных алгебраических уравнений (ИСЛАУ):

0 0
1 1 ... ; 1,...,R R

j j j n nj j jy a x a x y j N        . (4)

Множество ( )A N  в прикладном интервальном 
анализе играет фундаментальную роль. Во-первых, 
оно содержит всю полученную информацию об ис-
комой зависимости, т.е. является теоретическим ре-
зультатом ее оценивания (первая модель процесса). 
Кроме того, прикладные модели (модели 2-го этапа) 
конструируются с использованием этого множества, 
в том числе и для проверки работоспособности полу-
ченных моделей.

В литературе множество ( )A N  носит название 
объединенного множества решений ИСЛАУ (4) [16]. 
Как пример решения проблем пользователей приве-
дем интервальную оценку [ ( ), ( )]H p V py x y x  прогноза 
выходной переменной моделируемого процесса в за-
данной точке :

             
.
              (5)

Есть основания утверждать, что примерами поль-
зовательских задач оценки параметров и обоснова-
ния решений для рассматриваемого случая выступа-
ют допусковое и управляемое множества решений 
ИСЛАУ [8, 16].

Эмпирическое моделирование процессов. 
Рассматриваем моделирование процессов, для ко-
торых исходные базы знаний, базы данных могут 
быть недостоверными. В настоящее время выделе-
но два направления в задачах моделирования про-
цессов: развитие методов машинного поиска скры-
тых закономерностей баз данных и знаний [17–20] 
и разработка специальных эвристических процедур 
контроля выполнимости исходных предположений 
[13, 14, 11]. Далее мы рассматриваем только второе 
направление. 

В работах Ю.И. Алимова содержатся рекоменда-
ции по совершенствованию вероятностно-статистиче-
ского моделирования, суть которых состоит в увели-
чении числа N  наблюдений за объектами-аналогами 
моделируемого процесса и формировании групп на-
блюдений для проверки воспроизводимости статисти-
ческих характеристик. Этот прием может позволить 
либо повысить доверие аналитиков к эмпирической 
модели, либо признать задачу моделирования нереа-
лизуемой. По нашему мнению, критика этих рекомен-
даций, например, в работе [12] не является справед-
ливой. Более того, мы считаем возможным развитие 
этого подхода как теоретической основы эмпириче-
ского моделирования процессов для проверки вы-
полнимости утверждения «так было, следователь-
но, так будет».

Применительно к эмпирическим моделям интер-
вального оценивания некоторые результаты представ-
лены в работе [11] и оформлены в рамках метода цен-
тра неопределенности (МЦН) [21, 22]. Эмпирические 
модели, доверие к которым является приемлемым, мо-
гут, как и теоретические модели, выступать основой 
решения прикладных задач.

Заключение. Мы рассмотрели методы констру-
ирования прикладных моделей прогноза, оценки 
параметров, обоснования оптимальных решений, 
которые базируются на исходных теоретических 
и эмпирических моделях процессов. В ходе иссле-
дования проведен анализ теоретических моделей 
и прикладных задач, решаемых с их использовани-
ем. Описывается подход построения эмпирических 
моделей процессов, который включает эвристиче-
ские методы анализа достоверности исходных пред-
положений.
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