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Аннотация. В статье устанавливается критерий 
выпуклости замкнутого множества в топологическом 
векторном пространстве: замкнутое множество в то-
пологическом векторном пространстве выпукло тог-
да и только тогда, когда всякий отрезок с концами 
в этом множестве содержит хотя бы еще одну точку 
этого множества. Он обобщает аналогичный резуль-
тат, установленный ранее для рефлексивных банахо-
вых пространств. С его помощью доказывается доста-
точное условие планарности k-мерного многообразия 
в n-мерном аффинном пространстве an: если всякая 
хорда k-мерной поверхности, представляющей со-
бой замкнутое множество, содержит еще какую-ли-
бо точку поверхности, отличную от своих концов, 
то поверхность является k-мерной плоскостью или ее 
выпуклым подмножеством с непустой внутренно-
стью относительно этой плоскости. Вместе с теоремой 
о замкнутом графике эти 2 утверждения используют-
ся для установления достаточных условий выпукло-
сти и аффинности непрерывной функции многих пе-
ременных, что позволяет решить функциональное 
уравнение Йенсена от функций многих переменных 
в классе непрерывных функций новым способом.

Методы доказательства – топологические.
Ключевые слова: критерий выпуклости множества, 
аффинная функция, выпуклая функция, функциональ-
ное уравнение Йенсена

Abstract.  the article establishes a criterion 
for the convexity of a closed set in a topological vector space: 
a closed set in a topological vector space is convex if and 
only if every segment with endpoints in this set contains 
at least one more point of this set. It generalizes a similar 
result established earlier for reflexive Banach spaces. 
It is used to prove a sufficient condition for the planarity 
of a k-dimensional manifold in an n-dimensional affine 
space an: if each chord of a k-dimensional surface, which 
is a closed set, contains some other point of the surface 
except its endpoints, then the surface is a k-dimensional 
plane or its convex subset with non-empty interior relative 
to this plane. these 2 statements together with the closed 
graph theorem are used to establish sufficient convexity 
and affine conditions for a continuous multivariable 
function. It also allows the Jensen functional equation 
of multivariable functions in the class of continuous 
functions to be solved in a new way.

Proof methods are topological.
Keywords: convexity criterion for a set, affine function, 
convex function, Jensen's functional equation
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X
R

x, y X
xy x y

xy = {λy + (1− λ)x| λ ∈ R},

x y

[xy] = {λy + (1− λ)x| λ ∈ [0, 1]}.

F
x y

ϕ : R → xy

ϕ(λ) = λy + (1− λ)x = x+ λ(y − x),

x y

l = xy
x ̸= y y − x ̸= 0

ϕ(λ1) = ϕ(λ2) ⇒ ϕ(λ1)− ϕ(λ2) = 0 ⇒

λ1y + (1− λ1)x− λ2y − (1− λ2)x = 0 ⇒
(λ1 − λ2)(y − x) = 0 ⇒ λ1 − λ2 = 0 ⇒ λ1 = λ2.

ϕ(λ)
x y

λ0 ∈ R
W x + λ0(y − x) ε > 0
x+ λ(y − x) ∈ W |λ− λ0| < ε

X
W U x
V λ0(y − x)

∀x′∈U∀y′∈V x′ + y′ ∈ W

x ∈ U x+ y′ ∈ W
y′ ∈ V

V
Ṽ y − x ε > 0 λỹ ∈ V

ỹ ∈ Ṽ |λ − λ0| < ε
y − x ∈ Ṽ λ(y − x) ∈ V |λ − λ0| < ε

|λ− λ0| < ε x+ λ(y − x) ∈ W

R = R ∪ {−∞,∞} = [−∞,∞]

(a, b)
(c, d) a, b ∈ R c, d ∈ R

t a /∈ (c, d) b /∈ (c, d) (c, d) ⊂ [a, b]

t ∈ (a, b) ⇒ a < t < b.
t ∈ (c, d) ⇒ c < t < d.

a < t t < d a < d c ̸= −∞
c < t t < b c < b d ̸= +∞

a /∈ (c, d) ⇒ a ∈ (−∞, c]∪[d,+∞) ⇒ a ∈ (−∞, c].
b /∈ (c, d) ⇒ b ∈ (−∞, c]∪ [d,+∞) ⇒ b ∈ [d,+∞).

a ≤ c d ≤ b
a ≤ c < t < d ≤ b ⇒ (c, d) ⊂ [a, b]

F ⊂ X
F

F
F

[xy] F,
z F.

xy l
ϕ : R → l
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F X,
l \ F

l,
ϕ

R, t = ϕ−1(z).
z ∈ [xy] z ̸= x z ̸= y

[xy] t ∈ (0, 1) τ
ϕ−1(l \ F )

t
R

R (a, b),
a = −∞, b = +∞

τ (t1, t2)
R \ ϕ−1(l \ F )
ϕ

ϕ−1 R \ ϕ−1(l \ F ) =
ϕ−1(l) \ ϕ−1(l \ F ) = ϕ−1(l \ (l \ F )) = ϕ−1(l ∩ F ).

t1, t2 ∈ ϕ−1(l ∩ F ) ∪ {−∞,∞}.
0 /∈ (t1, t2) 1 /∈ (t1, t2)

x = ϕ(0) ∈ ϕ(τ) ⊂ l \ F y ∈ l \ F
t ∈ (t1, t2)

t ∈ (0, 1) (t1, t2) ⊂ [0, 1] 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1
xi = ϕ(ti) i = 1, 2. xi ∈ l ∩ F

[x1, x2]
F

x1 = x+t1(y−x) x2 = x+t2(y−x)
u ∈ [x1x2] u ̸= x1 u ̸= x2

µ ∈ (0, 1) u = x1+µ(x2−x1) = x+t1(y−
x)+µ(t2−t1)(y−x) = x+(µt2+(1−µ)t1)(y−x)

t1 < t2 µ ∈ (0, 1) t1 < µt2+(1−µ)t1 < t2
u ∈ ϕ(τ) ⇒ u ∈ l \ F

F. F

R

n

k 1 ≤ k < n,
k

k

k

k
m

X
f : X → R

x0

limx→x0
f(x) ≥ f(x0)

( limx→x0
f(x) ≤ f(x0)).

f : Df → R
Df ⊂ X

f Df

+
f = {(x, α) ∈ Df × R| α ≥ f(x)}

X × R
f Df

−
f = {(x, α) ∈ Df × R| α ≤ f(x)}

X × R
f Df

f = {(x, f(x))| x ∈ Df}

X × R
X = An n
Df

X

f n



83

Достаточные условия выпуклости и аффинности...

+
f ⊂ Df×R

b) ⇒ c) c) ⇒ a)
Df

+
f Df × R

Df ×R X ×R
+
f

X × R

−
f f
X × R.

f

f

f = +
f ∩ −

f

X = An
f

Df . g : Df → f ,
g(x) = (x, f(x)),

V (x0) × V (f(x0))
(x0, f(x0)) ∈ f

An×R, V (x0), V (f(x0))
x0 f(x0) An R

f
U(x0) x0

Df , f(U(x0)) ⊂ V (f(x0)).
W (x0) = U(x0) ∩ V (x0). W (x0)

x0

Df f(W (x0)) ⊂ f(U(x0)) ⊂
V (f(x0)).

g(W (x0)) = W (x0)× f(W (x0)) ⊂

⊂ (V (x0)× V (f(x0)) ∩ f .

g. g−1

g−1(x, β) = x

An × R,

g

Df An n
Df ̸= An

f n

Df = X

X × R Df

X

Df ⊂ X f

X × R.

f : X → R,
Df ⊂

X,

(∀ , ∈ Df ) (∃ λ ∈ (0, 1))

f (λ + (1− λ) ) ≤ λf( ) + (1− λ)f( ),

f( )

f
˜ =

( , α) ˜ = ( , β) +
f f

f( ) ≤ α f( ) ≤ β.

f (λ + (1− λ) ) ≤ λα+ (1− λ)β

λ ∈ (0, 1).
Df λ + (1− λ) ∈ Df ,

˜λ = (λ + (1− λ) , λα+ (1− λ)β)

= λ( , α) + (1− λ)( , β) = λ˜ + (1− λ)˜

[˜˜] +
f .

+
f X × R

f

f

∃ ∀.

λ = 1
2 . λ

,

f 1,

k ∈ Df , k ≥ 2,
λ1, λk, λ1 + ...+ λk = 1,

f

(
k∑

i=1

λi i

)
≤

k∑
i=1

λif( i).

Rn

= (x1, x2, ..., xn), = (y1, y2, ..., yn),
= (b1, b2, ..., bn).
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f : Rn → R

f( ) = b1x1+b2x2+ ...+bnxn+b0 = ∗ +b0,

b0, b1, bn
Df

Rn

f :
Df → R,

(∀ , ∈ Df ) (∃ λ ∈ (0, 1))

f (λ + (1− λ) ) = λf( ) + (1− λ)f( ),

f

Df [ ]
, ∈ Df Df ,

( , f( ))
( , f( )) f f

(λ + (1− λ) , f(λ + (1− λ) ))

f

n

Rn+1

c1y1 + c2y2 + ...+ cnyn + cn+1yn+1 + c0 = 0,

ci ∈ R, i = 0, 1, ..., n + 1.

c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn + cn+1f( ) + c0 = 0,

∈ Df cn+1 ̸= 0,
Df (n − 1)
Rn,

c1y1 + c2y2 + ...+ cnyn + c0 = 0,

Df

Rn. f( )
bi = − ci

cn+1
, i = 0, 1, ..., n

λ ∈ (0, 1)

f (λ + (1− λ) ) = λf( ) + (1− λ)f( )

f : Q → R,

Q ⊂ Rn,

b0, b1, bn

f (λ + (1− λ) ) = ∗ (λ + (1− λ) ) + b0 =

= λ ∗ + (1− λ) ∗ + λb0 + (1− λ)b0 =

= λ( ∗ +b0)+(1−λ)( ∗ +b0) = λf( )+(1−λ)f( ).
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