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Аннотация. В данной статье рассматривает-
ся двумерная математическая модель захоронения 
углекислого газа (диоксида углерода, CO2) в недрах 
земли. Определяющая система уравнений состоит 
из уравнений фильтрации жидкости или газа, явля-
ющихся обобщением моделей фильтрации Маске-
та — Леверетта. Предположение о малости скорости 
движения твердой фазы, а также о несжимаемости 
газовой и твердой фаз позволило свести исходную 
систему определяющих уравнений к задаче для оты-
скания эффективного давления и пористости среды. 
Область фильтрации представляет собой пласт гор-
ной породы, снизу через скважину в который пода-
ется газ с заданной постоянной скоростью. Верхняя 
граница является кровлей пласта, а боковые и ниж-
няя границы пласта ограничены непроницаемыми по-
родами. Рассматривается частный случай нагнетания 
газа, когда на кровле пласта ставится условие непро-
текания для двух фаз, и случай, когда поверхность яв-
ляется проницаемой для газа. Выход углекислого газа 
на поверхность понимается за счет увеличения пори-
стости у кровли пласта. Проведено численное модели-
рование полученной начально-краевой задачи и ана-
лиз полученных результатов.

Ключевые слова: пористость, фильтрация, пороупру-
гость, численное решение, закачка

Abstract. This article discusses a two-dimensional 
mathematical model of carbon dioxide (carbon dioxide, 
CO2) burial in the Earth’s interior. The defining system 
of equations consists of liquid or gas filtration equations 
which are a generalization of the Masket — Leverett 
filtration models. The assumption of the small movement 
speed of the solid phase, as well as the incompressibility 
of the gas and solid phases, makes it possible to re-
duce the original system of governing equations to 
the problem of finding the effective pressure and porosity 
of the medium. The filtration area is a rock layer into 
which gas is supplied from below through a well at a gi-
ven constant speed. The upper boundary is the roof 
of the formation, and the lateral and lower boundaries 
of the formation are limited by impermeable rocks. 
Special cases of gas injection are considered when a non-
flow condition is imposed on the roof of the formation 
for two phases and when the surface is permeable 
to gas. The release of carbon dioxide to the surface is 
understood to be due to an increase in porosity at the top 
of the formation. Numerical modeling of the resulting 
initial boundary value problem and analysis of the results 
are carried out.

Keywords: porosity, filtration, poroelasticity, numerical so-
lution, injection
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)∗))
−∇ptot = 0,

ρf , ρs, v⃗f , v⃗s
ϕ

pf , ps
pe = ptot − pf

ptot = ϕpf + (1− ϕ)ps
ρtot = ϕρf + (1 − ϕ)ρs

g⃗ = (0,−g)
K(ϕ) = k′ϕn

k′ µ
a1(ϕ)

a2(ϕ)

k(ϕ) = K(ϕ)/µ

(x, y, t) ∈ QT .

∇ · (ϕ(v⃗f − v⃗s)) = −∇ · v⃗s,
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∇ · (−k(ϕ)(∇ptot −∇pe − ρf g⃗)) = −∇ · v⃗s.

1

1− ϕ

dϕ

dt
= ∇ · v⃗s.

∇·(−k(ϕ)(∇ptot−∇pe−ρf g⃗)) = a1(ϕ)pe+a2(ϕ)
dpe
dt

,

1

1− ϕ

dϕ

dt
= −a1(ϕ)pe − a2(ϕ)

dpe
dt

,

d(·)/dt = ∂(·)/∂t+ v⃗s∇(·).

d(·)/dt ∼ ∂(·)/∂t

∇ · (k(ϕ)(∇pe − ρg⃗)) = a1(ϕ)pe + a2(ϕ)
∂pe
∂t

,

1

1− ϕ

∂ϕ

∂t
= −a1(ϕ)pe − a2(ϕ)

∂pe
∂t

,

ρ = (1− ϕ)∆ϱ,∆ϱ = ρs − ρf .

Ω (x, y)
Γ

Γ1

Γ2,Γ3,Γ5,Γ6 Γ4 QT =
Ω× (0, T ) Si = Γi × (0, T ) i = 1, ...6

H
CO2 υ(t) υ(t) ≥ 0

L

Γ1

(v⃗s · n⃗) = 0, (v⃗f · n⃗) = −υ(t), υ |t=0= 0,

(x, y, t) ∈ S0 = Γ1 × (0, T ),

n⃗ Γi

Γi, i = 2, 3, 5, 6

(v⃗s · n⃗) = 0, (v⃗f · n⃗) = 0, (x, y, t) ∈ Si.

Γ4

ps pf

pf = pa + ρfg(H − y), ps = pa + ρsg(H − y),

(x, y, t) ∈ S4,

pa

pe(x, y, 0) = p0e(x, y), ϕ(x, y, 0) = ϕ0(x, y).

pe
pe

k(ϕ)

ϕ
(∇pe − ρg⃗) · n⃗ = υ(t), (x, y, t) ∈ S1,

(∇pe − ρg⃗) · n⃗ = 0, (x, y, t) ∈ Si, i = 2, 3, 5, 6,

pe = 0, (x, y, t) ∈ S4.
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x′ = x/L, y′ = y/H, t′ = t/T,

p′e = pe/P, v′ = v/V.

x, y, t

a1(ϕ) = ϕm/η, a2(ϕ) = ϕlβϕ, η
βϕ

l = 1/2,m = 2, n = 3

α
∂

∂x

(
ϕn ∂pe

∂x

)
+ ε

∂

∂y

(
ϕn

(
∂pe
∂y

+ (1− ϕ)

))
=

= λϕmpe + ωϕl ∂pe
∂t

,

1

1− ϕ

∂ϕ

∂t
= −λϕmpe − ωϕl ∂pe

∂t
,

ϕn−1

(
∂pe
∂y

+ (1− ϕ)

)
= υ(t), (x, y, t) ∈ S1,

∂pe
∂x

= 0, (x, y, t) ∈ {S3, S5},

∂pe
∂y

+ (1− ϕ) = 0, (x, y, t) ∈ {S2, S6},

pe = 0, (x, y, t) ∈ S4.

P = ∆ϱgH V = ∆ϱgk′/µ

α = k′PT/(µL2), ε = k′PT/(µH2), λ = TP/η,
ω = Pβϕ.

CO2

υ′ = 0.5
H = 50
Γ4

υ′ = 0.5

ϕ0(x, y) = 0.025.

υ′ = 0.5 L = 12.5 T

T = 180
H = 300
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υ′ = 0.3 L = 12.5 T
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