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В статье изучаются условия совпадения гра-
ниц множества, его замыкания и его внутренности. 
Выявлена связь между совпадением границ мно-
жества с границей его замыкания (внутренности) 
и совпадением границ дополнения этого множества 
с границей его внутренности (замыкания). Получена 
формула для границы границы множества в произ-
вольном топологическом пространстве.

Главные результаты.
1. Граница границы множества есть объединение 

границ его внутренности и замыкания.
2. Для того чтобы граница множества совпадала 

с границей его внутренности или с границей его за-
мыкания, необходимо (но недостаточно), чтобы вну-
тренность границы этого множества была пуста.

3. Граница выпуклого тела в n-мерном аффин-
ном пространстве An совпадает с границей его замы-
кания и границей его внутренности. Таким же свой-
ством обладает и дополнение выпуклого множества. 
Приводится пример звездного множества, не облада-
ющего указанным свойством.

Методы доказательства — топологические, 
а также используются факты теории выпуклых мно-
жеств.

Ключевые слова: граница множества, граница грани-
цы множества, граница выпуклого множества, граница 
звездного множества

The article studies the conditions for the coincidence 
of the boundaries of a set, its closure, and its interior. 
A connection is revealed between the coincidence 
of the boundaries of a set with the boundary of its 
closure (interior) and the coincidence of the boundaries 
of the complement of this set with the boundary of its 
interior (closure). A formula for the boundary of a set 
boundary in an arbitrary topological space is obtained.

The main results are the following:
1. The boundary of a boundary of a set is the union 

of the boundaries of its interior and closure.
2. In order for the boundary of a set to coincide 

with the boundary of its interior or the boundary of its 
closure, it is necessary (but not sufficient) that the interior 
of the boundary of this set be empty.

3. The boundary of a convex body in an n-dimensional 
affine space An coincides with the boundary of its closure 
and the boundary of its interior. The complement of a 
convex set has the same property. An example of a star 
set that does not have this property is given.

The proof methods are topological and also use facts 
from the theory of convex sets.
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of a convex set, boundary of a star set
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Ω(x)
x
C(X) clX intX ∂X

X

C(X) = {x| x /∈ X}
intX = {x| ∃U∈Ω(x) U ⊂ X}
clX = {x| ∀U∈Ω(x) U ∩X ̸= ∅}
∂X = {x| ∀U∈Ω(x) U ∩X ̸= ∅ U ∩ C(X) ̸= ∅}

An n
En n

1. ∂(intX) = ∂X ⇔ ∂(clC(X)) = ∂C(X),

∂(clX) = ∂X ⇔ ∂(intC(X)) = ∂C(X).

Y X

X C(X)

3. ∂∂X = ∂(clX) ∪ ∂(intX).

An

∂X = ∂(intX) = ∂(clX).

∂X = ∂(intX) = ∂(clX)

X ⊂ Rn

C(X)

∂X ⊂ ∂(int C(X)).

1) ∂∂X ⊂ ∂X 2) ∂∂∂X = ∂∂X

An

X

a) ∂(clX) ⊂ ∂X.

b) ∂(intX) ⊂ ∂X.

c) clX = X ∪ ∂X.

d) ∂C(X) = ∂X.

e) intX = X \ cl C(X) = X \ ∂X.

f) ∂X = clX \ intX.

X En

b ∂(clX)
∂X b

X En

A ∂(intX)
∂X

A

∂(intX) = ∂X,
∂(clX) = ∂X.

∂(intX) = ∂X ⇔ ∂(clC(X)) = ∂C(X),

∂(clX) = ∂X ⇔ ∂(intC(X)) = ∂C(X).

C(intX) = cl C(X).

C(intX) = C(X \ ∂X) = C(X ∩ C(∂X)) =

= C(X) ∪ C(C(∂X)) = C(X) ∪ ∂X =

= C(X) ∪ ∂C(X) = cl C(X).
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∂(cl C(X)) = ∂C(intX) = ∂(intX),

∂(intX) = ∂(cl C(X)).

X C(X)

∂(int C(X)) = ∂(cl X).

∂(∂X) = ∂(clX) ∪ ∂(intX).

∂(∂X) ⊂ ∂(clX) ∪ ∂(intX).

x ∈ ∂(∂X)

∀U∈Ω(x) U ∩ ∂X ̸= ∅

U ∩ C(∂X) ̸= ∅.

∂X ⊂ clX

U ∩ clX ̸= ∅.

∂X = clX \ intX = clX ∩ C(intX).

C(∂X) = C(clX) ∪ intX.

U ∩ C(∂X) = U ∩ (C(clX) ∪ intX) =

= U ∩ C(clX) ∪ U ∩ intX ̸= ∅,

U ∩ C(clX) ̸= ∅ U ∩ intX ̸= ∅.

U ∩ C(clX) ̸= ∅.

x ∈ ∂(clX).

U ∩ intX ̸= ∅.

y ∈ U ∩ ∂X
y ∈ U U ∈ Ω(y) y ∈ ∂X

U ∩ C(X) ̸= ∅.

intX ⊂ X ⇒ C(X) ⊂ C(intX) ⇒

U ∩ C(X) ⊂ U ∩ C(intX),

U ∩ C(intX) ̸= ∅.

x ∈ ∂(intX)

x ∈ ∂(∂X)

∂(clX) ∪ ∂(intX) ⊂ ∂(∂X).

x ∈ ∂(intX)
x ∈ ∂X

∀U∈Ω(x) U ∩ ∂X ̸= ∅.

∂(intX)

U ∩ intX ̸= ∅.

intX ⊂ C(∂X)

U ∩ C(∂X) ̸= ∅.

x ∈ ∂(∂X).

x ∈ ∂(clX)
x ∈ ∂X

∀U∈Ω(x) U ∩ ∂X ̸= ∅.

∂(clX)

U ∩ C(clX) ̸= ∅.

C(clX) ⊂ C(∂X)

U ∩ C(∂X) ̸= ∅.

x ∈ ∂(∂X).

∂(∂X) ⊂ ∂X.

∂(clX) = ∂X ∂(intX) = ∂X
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1) ∂(∂X) = ∂X,

2) int(∂X) = ∅.

cl(∂X) = ∂X

∂(∂X) = cl(∂X) \ int(∂X) = ∂X \ int(∂X).

(21) ⇒ (20)

int(∂X) = ∂X \ ∂(∂X)

(20) ⇒ (21)
(20) ⇔ (21)

∂(intX) = ∂X ∂(clX) = ∂X
X

∂(intX) = ∂X
∂(clX) = ∂X

X

X En

O
A S

∂(clX) = S ∪ {A}
∂(intX) = S ∪ {O} ∂X = S ∪ {O,A} int(∂X) = ∅

f : Y → Z
X ⊂ Y

∂f(X) = f(∂X).

X1 X2 X Y
X ′ ⊂ Z

1) f(X1 ∩X2) = f(X1) ∩ f(X2).

2) f(X1 \X2) = f(X1) \ f(X2).

3) f−1(f(X)) = X.

4) f(f−1(X ′)) = X ′.

f(X) X
f−1(X ′) X ′

f : Y → Z
f(C(X)) = C(f(X)).

∂f(X) ⊂ f(∂X).

y0 ∈ ∂f(X)
x0 = f−1(y0) ∈ ∂X U

x0 f

f(U)
y0 y0 ∈ ∂f(X)

y1 ∈ f(U) ∩ f(X) y2 ∈ f(U) ∩ C(f(X))
f(C(X)) = C(f(X))

y2 ∈ f(U) ∩ f(C(X)).
f Y

x1 = f−1(y1) ∈ f−1(f(U) ∩ f(X)),

x2 = f−1(y2) ∈ f−1(f(U) ∩ f(C(X))

f−1(f(U)∩f(X)) = f−1(f(U))∩f−1(f(X)) = U∩X,

f−1(f(U)∩f(C(X))) = f−1(f(U))∩f−1(f(C(X))) =

= U ∩ C(X).

U ∩ X ̸= ∅ U ∩ C(X) ̸= ∅
x0 ∈ ∂X

f−1

∂X = ∂(f−1(f(X))) ⊂ f−1(∂f(X)).

∂X ⊂ f−1(∂f(X)) ⇒
⇒ f(∂X) ⊂ f(f−1(∂f(X))) = ∂f(X).

f(∂X) ⊂ ∂f(X).

7G
X

X Y C(Y )
∂X ⊂ Y cl X ⊂ Y

cl C(X) ⊂ Y

∂X ⊂ Y ⇒ C(Y ) ⊂ C(∂X)

C(∂X) = C(clX) ∪ intX.

intX C(clX)

C(Y )

C(Y ) ⊂ intX C(Y ) ⊂ C(clX).

C(Y ) ⊂ intX C(intX) ⊂ Y
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intX ⊂ X C(X) ⊂ C(intX)

C(X) ⊂ Y ∂(C(X)) = ∂X ⊂ Y

cl C(X) = C(X) ∪ ∂(C(X)) ⊂ Y

C(Y ) ⊂ C(clX) clX ⊂ Y

C(Y ) X
r n

En Y En

r1 r2
r1 < r < r2 ∂X ⊂ Y clX ̸⊂ Y

cl C(X) ̸⊂ Y

X Y
Y ∂X ⊂ C(Y )
X ⊂ C(Y ) Y ⊂ X

∂X ⊂ C(Y ) Y
cl X ⊂ C(Y ) cl C(X) ⊂ C(Y )
X ⊂ C(Y ) C(X) ⊂ C(Y )

Y ⊂ X

n An

X An

A
B [AB]

X An

O
O X

X A ∈ clX B ∈ intX
[AB]

A
X

X

∂(clX) = ∂X = ∂(intX).

∂(clC(X)) = ∂C(X) = ∂(intC(X)).

X

∂X ⊂ ∂(clX).

M ∈ ∂X
U

U ∩X ̸= ∅, U ∩ C(X) ̸= ∅.

X ⊂ clX U ∩ X ̸= ∅
U ∩ clX ̸= ∅

A ∈ intX

[MA′) = {Nλ = λA+ (1− λ)M | λ ∈ (−∞, 0]},

[MA)
C(clX)

[MA′)
N ∈ clX

[AN ]
N X

M ∈ intX
[MA′)

U

Nλ λ → 0−
M U U ∩C(clX) ̸= ∅

U M
clX

M ∈ ∂(clX)

∂X ⊂ ∂(intX).

M ∈ ∂X U

intX ⊂ X C(X) ⊂ C(intX)

U ∩ C(intX) ̸= ∅.

A ∈ intX

[AM ] = {Mλ = λA+ (1− λ)M | λ ∈ [0, 1]}

U Mλ

λ → 0+ M U
[AM ] M

intX

U ∩ intX ̸= ∅.

U M
intX

M ∈ ∂(intX)

X
An
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l
E2 O

X
O

l
r

r r > 0 [−π, π]
∂(intX) =

∂cl C(X) O r
∂(clX) = ∂(int C(X)) O

2r ∂X = ∂C(X)

X
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