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В представленной работе исследован вопрос 
о существовании паракэлеровых и параэрмитовых 
структур на шестимерных неразрешимых алгебрах 
Ли, являющихся полупрямыми произведениями. 
В соответствии с классификационными результата-
ми существует четыре алгебры Ли, которые являют-
ся полупрямыми произведениями алгебр Ли so(3), 
sl(2, R) и трех разрешимых алгебр Ли A3.1=R3, A3.3 
и A3.5. В работе показано, что только на A3.5⋉sl(2, R) 
существует симплектическая структура и она до-
пускает паракэлерову структуру нулевой кри-
визны Риччи. Представлен способ для нахожде-
ния других паракэлеровых структур, основанный 
на деформациях некоторой начальной паракэ-
леровой структуры. Вычислены характеристики 
кривизны. Другие алгебры Ли допускают параэр-
митовы структуры, т.е. интегрируемые параком-
плексные структуры, согласованные с естествен-
ной невырожденной 2-формой. Из результатов 
работы следует, что шестимерная симплектиче-
ская алгебра Ли g должна быть разрешимой за ис-
ключением одного случая, когда g=A3.5⋉sl(2, R), 
что дополняет известный результат Chu Bon-Yao 
о том, что четырехмерная симплектическая алге-
бра Ли должна быть разрешимой.

Ключевые слова: шестимерные неразрешимые группы 
Ли, паракомплексные структуры, симплектические ал-
гебры Ли.

In this paper, we investigate into the matter 
of the existence of para-Kählerian and para-Hermitian 
structures on six-dimensional unsolvable Lie algebras that 
are semidirect products. According to the classification 
results, there are four Lie algebras that are semidirect 
products of the Lie algebras so(3), sl(2, R) and three 
soluble Lie algebras A3.1=R3, A3.3 and A3.5. We show that 
only g=A3.5⋉sl(2, R) has a symplectic structure, and it 
admits a para-Kählerian structure of zero Ricci curvature. 
The paper presents calculated curvature characteristics 
and the method to find other para-Kähler structures based 
on deformations of some initial para-Kähler structure. 
Other Lie algebras admit para-Hermitian structures, 
i.e. integrable paracomplex structures consistent 
with the natural non-degenerate 2-form. It follows from 
the results of the paper that the sixdimensional symplectic 
Lie algebra must be solvable except for one case when 
g=A3.5⋉sl(2, R). It complements the well-known result 
of Chu Bon-Yao that a four-dimensional symplectic Lie 
algebra must be solvable.

Keywords: six-dimensional unsolvable Lie groups, para-
complex structures, symplectic Lie algebras.

Введение
Геометрические структуры на дифференцируе-

мых многообразиях являются классическими объек-
тами изучения. Наиболее известными и изученными 
являются римановы, комплексные и симплектиче-
ские структуры, которые широко используются в ма-
тематике, механике и физике [1]. В последнее время 
наблюдается значительный интерес к паракомплекс-

ным структурам, согласованным с симплектически-
ми [2]. Такие структуры называются паракэлеровы-
ми. Наиболее полное исследование можно получить 
в случае левоинвариантных структур на группах 
Ли [2, 3, 4]. Это позволяет все вычисления про-
изводить на алгебре Ли группы Ли. В настоящее 
время вопрос о симплектических и паракэле-
ровых структурах на группах Ли до конца не исс-
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A3.1 A3.3 A3.5

{e1, e2, e3}

A3.1 = R3, A3.3 : [e2, e3] = e1,

A3.5 : [e1, e2] = e2, [e1, e3] = e3.

so(3)
sl(2,R)

{e4, e5, e6}

A3.5 ⋉ sl(2,R) : [e1, e2] = e2, [e1, e3] =
e3, [e4, e5] = 2e5, [e4, e6] = −2e6, [e5, e6] =
e4, [e2, e4] = e2, [e2, e5] = e3, [e3, e4] =
−e3, [e3, e6] = e2

A3.1 ⋉ so(3) : [e4, e5] = e6, [e4, e6] =
−e5, [e5, e6] = e4, [e4, e2] = e3, [e5, e1] =
−e3, [e6, e1] = e2, [e4, e3] = −e2, [e5, e3] =
e1, [e6, e2] = −e1

A3.1 ⋉ sl(2,R) : [e4, e5] = 2e5, [e4, e6] =
−2e6, [e5, e6] = e4, [e4, e1] = 2e1, [e5, e2] =
2e1, [e6, e1] = e2, [e4, e3] = −2e3, [e5, e3] =
e2, [e6, e2] = 2e3

A3.3 ⋉ sl(2,R) : [e2, e3] = e1, [e4, e5] =
2e5, [e4, e6] = −2e6, [e5, e6] = e4, [e4, e1] =
e1, [e5, e2] = e1, [e6, e1] = e2, [e4, e2] = −e2

A3.5 ⋉ sl(2,R) A3.1 ⋉
so(3) A3.1 ⋉ sl(2,R) A3.3 ⋉ sl(2,R)

A3.5⋉sl(2,R)
A3.5 ⋉ sl(2,R)

A3.1 ⋉
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so(3) A3.1 ⋉ sl(2,R) A3.3 ⋉ sl(2,R)

A3.5 ⋉ sl(2,R) e1, . . . , e6
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ω =




0 ω12 ω13 0 0 0
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−ω13 0 0 −ω13 0 ω12

0 −ω12 ω13 0 ω45 ω46

0 −ω13 0 −ω45 0 ω56

0 0 −ω12 −ω46 −ω56 0




det(ω) ̸= 0

ω0 = e1 ∧ e2 + e2 ∧ e4 + e3 ∧ e6 − e4 ∧ e5,

A3.5 ⋉ sl(2,R)
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g A3.5 ⋉
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J0 = diag{1,−1,−1, 1,−1, 1}
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J0 = diag{−1,−1,−1, 1, 1, 1}
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A3.5⋉ sl(2,R)

E1 = −e2, E2 = e3, E3 = e5,

E4 = e1, E5 = e6, E6 = e1 + e4.

ω0 ω0 = E1 ∧
E4 + E2 ∧ E5 + E3 ∧ E6 J0

J0 = diag{−1,−1,−1, 1, 1, 1}
g0 = 2E1 ·E4 +2E2 ·E5 +2E3 ·E6

P

P =




0 0 0 p14 p15 p16
0 0 0 p15 p25 p26
0 0 0 p16 p26 p36
p41 p42 p43 0 0 0
p42 p52 p53 0 0 0
p43 p53 p63 0 0 0



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P )−1
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P
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
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0 −1 0 0 0 0
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2p42 2p52 2p53 0 1 0
2p43 2p53 2p63 0 0 1



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gJ =




4p43 0 2p43 1 0 0
0 0 0 0 1 0
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0 0 1 0 0 0




Ric S
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

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

,
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