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Изучаются стационарные двухслойные конвек-
тивные течения жидкости и спутного потока газа 
в наклонном канале с учетом тепло- и массопереноса 
на термокапиллярной границе раздела, остающейся 
недеформируемой. Математическое моделирование 
проводится на основе точных решений специального 
вида Остроумова — Бириха уравнений Навье — Стокса 
в приближении Обербека — Буссинеска, записанных 
с учетом взаимообратных эффектов термодиффу-
зии и диффузионной теплопроводности в газопаро-
вом слое. Пар в газе полагается пассивной примесью 
и не влияет на свойства газа. Рассмотрен случай, ког-
да функция концентрации пара удовлетворяет ус-
ловию отсутствия потока на верхней стенке кана-
ла. <<HFE-7100-азот>> выбрана в качестве рабочей 
системы жидкость — газ, для которой приведены при-
меры профилей скорости, распределения темпера-
туры и концентрации пара в верхнем слое. Изучено 
влияние гравитационного воздействия на характер 
течения и величину массовой скорости испарения. 
Результаты представлены в случае, когда выполне-
но условие замкнутости потока жидкости, при от-
рицательном значении параметра, определяющего 
продольный градиент температуры, и при заданной 
величине расхода газа. 

Ключевые слова: двухслойное течение, термокапил-
лярная граница раздела, конвекция, массоперенос, на-
клонный канал, гравитация.

This paper investigates bilayer flows of liquid and co-
current gas in an inclined channel with considerations 
for heat and mass transfer at the thermocapillary 
interface, which remains undeformable. The mathematical 
modeling is based on exact solutions of the special 
Ostroumov — Birikh type of Navier — Stokes equations 
in the Oberbek — Boussinesq approximation, accounting 
for the effect of thermodiffusion and diffusive thermal 
conductivity effect in the gas-vapor layer. Vapor 
in the gas is assumed to be a passive admixture that does 
not affect the properties of the gas. The paper considers 
the case with the vapor concentration function satisfying 
the condition of zero vapor flux on the upper wall 
of the channel. The working system chosen for this study 
is <<HFE-7100-nitrogen>>, for which the paper provides 
examples of velocity profiles, temperature, and vapor 
concentration distribution in the upper layer. The study 
analyzes the effect of gravitational influence on the flow 
pattern and the value of the mass flow rate. The paper 
presents results for cases when the condition of closed 
liquid flow is fulfilled, at a negative value of the parameter 
determining the longitudinal temperature gradient, and 
at a given value of the gas flow rate. 

Key words: bilayer system, thermocapillary interface, con-
vection, mass transfer, inclined channel, gravitation.

*Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, грант 22-11-00243, https://rscf.ru/project/22-11-00243/.

Введение 
Конвективные течения жидкости и спутного по-

тока газа с учетом тепломассопереноса через гра-
ницу раздела играют немаловажную роль во мно-
гих природных и индустриальных системах. Также 
следует обратить внимание, что взаимообратные 
эффекты термодиффузии и диффузионной тепло-

проводности оказывают существенное влияние 
на течение жидкости [1]. Такие задачи представ-
ляют математический интерес, поскольку процес-
сы конвективного тепломассопереноса достаточно 
сложны для изучения.

Одним из усложняющих построение решения 
факторов является наличие произвольно ориен-
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тированного вектора ускорения силы тяжести [2].
В [3] представлен вариант решения для задачи
о стекании жидкости в наклонном канале с дви-
жущимися твердыми границами при заданном
продольном градиенте температуры. Математи-
ческому моделированию течения в системе жид-
кость — газ в наклонном слое посвящена рабо-
та [4], где было изучено влияние величины уг-
ла наклона канала и температурного режима на
структуру течения в системе «этанол — азот».

В настоящей работе изучается влияние грави-
тации на характеристики течения в наклонном ка-
нале, заполненном жидкостью и газопаровой сме-
сью, в предположении о недеформируемой термо-
капиллярной границе раздела [5]. В верхнем слое
учитываются эффекты термодиффузии и диф-
фузионной теплопроводности. В качестве усло-
вия для функции концентрации пара на верхней
стенке канала выбрано условие отсутствия потока
пара. В качестве рабочей системы жидкость–газ
изучается система «HFE-7100 — азот».

1. Постановка задачи о двуслойном те-
чении в наклонном канале с учетом испа-
рения и вид точного решения

Пусть вязкая несжимаемая жидкость и смесь
газа и пара заполняют бесконечный наклонный
канал с заданными толщинами слоев l и h (см.
рис. 1). Стенки канала являются твердыми непро-
ницаемыми границами. Система координат вы-
брана таким образом, что недеформируемая гра-
ница раздела задается уравнением y = 0 и сов-
падает с осью абсцисс Ox; вектор силы тяже-
сти g направлен под углом ϕ к подложке (g =
(g cosϕ,−g sinϕ)). В качестве математической мо-
дели течений используется система уравнений На-
вье — Стокса в приближении Обербека — Бус-
синеска. Функция концентрации пара в верхнем
слое удовлетворяет уравнению диффузии. Опре-
деляющая система уравнений имеет вид:
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Здеcь приняты следующие обозначения: u, v —
проекции вектора скорости на оси декартовой си-
стемы координат, T — функция температуры, C —
функция концентрации пара в газе, p′ — модифи-
цированное давление или отклонение от гидроста-
тического давления (p′ = p−ρg ·x, x = (x, y), p —
давление), ρ — относительное значение плотности,
ν — коэффициент кинематической вязкости, β —

коэффициент теплового расширения, γ — концен-
трационный коэффициент плотности, χ — коэф-
фициент температуропроводности, D — коэффи-
циент диффузии пара в газе, α и δ характеризуют
эффекты Соре и Дюфура соответственно. Под-
черкнутые слагаемые в первых двух уравнениях
системы (1), а также последнее уравнение в (1)
учитываются только при моделировании в верх-
нем слое системы жидкость — газ.

Рис. 1. Геометрия области течения

Пусть решение ui, vi, p′i, Ti, C системы уравне-
ний (1) имеет специальный вид ( [6,7], а также [8]):

ui = ui(y), vi = 0, Ti = Ax+ ϑi(y),

C = −Bx+ ψ(y), p′i = p′i(x, y),
(2)

где A, B параметры, определяюще продольные
градиенты температуры и концентрации пара, ϑi,
ψ — функции, подлежащие определению. Функ-
ции, отмеченные индексом i (i = 1, 2), при i = 1
характеризуют жидкий слой и слой смеси газа и
пара при i = 2.

Вид функций ui(y), ϑi(y) и ψ(y) зависит от
знака продольного градиента температуры A (см.
[4]). При отрицательном значении этого пара-
метра решение обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений для определения искомых функ-
ций может быть представлено в виде следующих
аналитических выражений [9]:

u1(y) = C1 sin(ky) sh(ky) + C2 cos(ky) sh(ky)+

+C3 sin(ky) ch(ky) + C4 cos(ky) ch(ky),

u2(y) = C1 sin(my) + C2 cos(my)+ (3)
+C3 sh(my) + C4 ch(my),
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2k2
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Коэффициенты k,m, F1, F2, G расчитываются
через физико-химические и геометрические пара-
метры задачи A, g, ϕ, βi, χi, νi, D, δ, α, C∗, ε, γ. Кон-
станты интегрирования Cj и Cj (j = 1, ..., 8), вхо-
дящие в соотношения (3), удовлетворяют системе
линейных алгебраических уравнений, являющей-
ся следствием граничных условий, сформулиро-
ванных в пункте 2 (см. [4]). Для замыкания систе-
мы уравнений полагаются равными нулю констан-
ты C6 и C6, входящие в определение функций ϑi.

Функции давления p′i восстанавливаются по
своим частным производным на основе первых
двух уравнений системы (1).

2. Граничные условия
Пусть на твердых стенках канала (см. рис. 1)

выполняются условия прилипания для скорости:

u1|y=−l = 0, u2|y=h = 0, (4)

и задано линейное относительно продольной ко-
ординаты распределение температуры:

T1|y=−l = Ax+ ϑ−, T2|y=h = Ax+ ϑ+. (5)

Здесь параметры ϑ− и ϑ+ считаются известными.
Рассмотрим случай, когда на верхней границе

y = h функция концентрации пара C удовлетво-
ряет условию нулевого потока:

(∂C
∂y

+ α
∂T2

∂y

)∣∣∣
y=h

= 0. (6)

На термокапиллярной границе раздела y = 0,
являющейся недеформируемой, должны выпол-
няться условия непрерывности скорости и темпе-
ратуры:

u1|y=0 = u2|y=0, T1|y=0 = T2|y=0. (7)

Также на границе раздела требуется выполнение
кинематического и динамического условий. Пер-
вое выполняется автоматически (v1 = v2 = 0)
в силу вида точного решения (2).

Динамическое условие, определяющее баланс
касательных напряжений, имеет следующий вид:

ρ1ν1u1y = ρ2ν2u2y + σT
∂T1

∂x

∣∣∣
y=0

, (8)

где σT — температурный коэффициент поверх-
ностного натяжения σ. Предполагается линейная
зависимость поверхностного натяжения от темпе-
ратуры: σ = σ0 + σT (T - T0), σ0 — поверхностное
натяжение при некоторой начальной температу-
ре T0, σT = const, σT < 0.

Условие переноса тепла на границе раздела
с учетом диффузионного потока массы M и эф-
фекта Дюфура имеет вид [10]:
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Здесь: λ — скрытая теплота испарения, κ1 и κ2 —
коэффициенты теплопроводности, M — массовая
скорость испаряющейся с единицы площади по-
верхности в единицу времени жидкости (M =
const). Положительные и отрицательные значе-
ния M соответствуют процессам испарения и кон-
денсации соответствено.

Концентрация насыщенного пара на границе
раздела будет определяться по следующей фор-
муле [11]:

C|y=0 = C∗(1 + ε(T2|y=0 − T0)), (10)

где ε — малый параметр, зависящий от характер-
ной температуры и физико-химических свойств
среды, C∗ — концентрация насыщенного пара при
некоторой начальной температуре T0.

В верхнем слое полагается заданным расход га-
за Q, в жидком слое задача решается в условиях
замкнутости потока. Эти предположения записы-
ваются в виде следующих выражений:

Q =
h∫
0

ρ2u2(y)dy,
0∫

−l

u1(y)dy = 0. (11)

3. Примеры течений
Рассмотрим в качестве жидкости, заполняю-

щей нижний слой, HFE-7100. Жидкость HFE-
7100 — сегрегированный гидрофторэфир, име-
ющий широкое применение в промышленности
в системах термостабилизации и охлаждения.
Пусть этанол — газ, находящийся в верхнем слое.
Физико-химические параметры рабочих сред при-
ведены в порядке {HFE-7100, азот} (или толь-
ко HFE-7100) согласно [12, 13]: ρ = {1.5 · 103,
1.2} кг/м3; ν = {0.38 · 10−6, 0.15 · 10−4} м2/с;
β = {1.8 · 10−3, 3.67 · 10−3} K−1; χ = {0.4 · 10−7,
0.3·10−4} м2/с; κ = {0.07, 0.02717} Вт/(м·K); σT =
{−0.15 · 10−2} Н/(м·K); D = {0.07 · 10−4} м2/с;
λ = {1.11 · 105} Вт·с/кг; C∗ = {0.45} (соответ-
ствует равновесной температуре T0 = 293.15 K);
γ = {−0.5}; ε = {0.04}. Толщины жидкого и га-
зопарового слоев полагаются равными 5 · 10−3 м,
величина угла ϕ задана и имеет значение 70◦, зна-
чение расхода газа в верхнем слое системы равно
3.6·10−5 кг/(м·с). Коэффициенты Соре и Дюфура
принимаются равными 10−4 K−1 и 10−4 K соот-
ветственно. Параметрами, определяющими внеш-
нее тепловое воздействие на канал, являются про-
дольный градиент температуры A и значение ϑ−

или ϑ+ (см. (5)). Величины ϑ− и ϑ+ полагают-
ся заданными и равными ϑ− = 298.15 K и
ϑ+ = 273.15 K.

Рассмотрим влияние гравитации на структу-
ру течения и интенсивность испарения в услови-
ях нормальной гравитации (g = 9.81 м/с2). На
рисунке 2 представлены профили скорости (а, г),

9
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рис. 2. Профили скорости (а, г), распределение температуры (б, д) и концентрации пара (в, е) в системе «HFE-
7100 – азот»: ϕ = 70◦, g = 9.81 м/с2, (а,б,в) – A = −1 K/м, M = −0.632 · 10−6 кг/(м2·с), (г,д,е) – A = −5 K/м,
M = −3.159 · 10−6 кг/(м2·с)

(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рис. 3. Профили скорости (а, г), распределение температуры (б, д) и концентрации пара (в, е) в системе
«HFE-7100 – азот»: ϕ = 70◦, g = 9.81 · 10−2 м/с2, (а,б,в) – A = −1 K/м, M = −0.632 · 10−7 кг/(м2·с), (г,д,е) –
A = −5 K/м, M = −3.159 · 10−7 кг/(м2·с)

распределение температуры (б, д) и концентрации
пара (в, е) в случае отрицательного значения гра-
диента температуры A, что соответствует отнесе-
нию нагревателя вверх по каналу. Интенсивность
течения, в том числе возвратного вблизи грани-

цы раздела фаз, ослабевает с ростом значения |A|
(рис. 2 (а, г)). Граница раздела прогревается сла-
бее (см. рис. 2 (б, д)). В верхнем слое отмечается
процесс конденсации, который усиливается с уве-
личением |A| (см. рис. 2 (в, е) и значения M).

10
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Заключение 
В работе проведено математическое моделирова-

ние двухслойных конвективных течений с учетом теп-
ло- и массопереноса на недеформируемой термока-
пиллярной границе раздела с учетом эффектов Соре 
и Дюфура в наклонном канале. Приведены примеры 
профилей продольной скорости, полей температу-
ры и концентраций пара для системы «HFE-7100 — 
азот». Для изученных режимов течений характерной 
особенностью является процесс конденсации пара 
на границе раздела, в то время как течения в услови-
ях, когда нагреватель отнесен вниз по потоку, сопро-
вождались процессом испарения (см. [4]). Показано, 
что понижение уровня гравитации влечет за собой 
количественные и качественные изменения в струк-
туре течения.

На рисунке 3 представлены типичные карти-
ны течения в условиях пониженной гравитации 
(g = 9.81 · 10−2 м/с2 ). Уменьшение гравитационного 
воздействия привносит количественные изменения 
в профили скорости (см. рис. 3 (а, г)), но не влечет 
качественных, обусловленных замкнутостью по-
тока в жидком слое (11). Газовый слой прогревает-
ся сильнее, нежели в предыдущем случае (см. рас-
пределение температуры на рис. 3 (б, д)). Массовая 
скорость испарения M принимает значение равное 
−0.632 · 10−7 кг/(м2 ·с) при A = −1 К/м, и значение 
M = −3.159 · 10−7 кг/(м2 ·с), если продольный гради-
ент температуры A равен −5 К/м. Тем самым про-
демонстрировано влияние нагрева на изменение 
интенсивности массопереноса на границе разде-
ла (см. также. рис. 2 (в, е)).


