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Если каждый из изучаемых объектов отожде-
ствить с вектором, координаты которого являются 
значениями факторов, характеризующих этот объект, 
то построение кластерного разбиения превращается 
в формирование системы пучков подобных векторов. 
В работе изучены закономерности изменения суммар-
ной тесноты этих пучков при перемещении объекта 
из одного кластера в другой. Исходя из полученных ре-
зультатов, предлагается алгоритм, действуя согласно 
которому, можно понизить суммарную внутриклас-
терную изменчивость уже имевшегося начального 
кластерного разбиения. В основу предлагаемого алго-
ритма положена идея современной методики анали-
за латентных классов. Она состоит в том, что внутри 
каждого из построенных кластеров формирующие 
показатели объектов должны максимально возмож-
ным образом коррелировать между собой. Это тре-
бование заменяется на максимально возможную бли-
зость к среднему вектору соответствующего пучка. 
Степень такой близости и называется теснотой пуч-
ка векторов кластера. Для построенной с помощью 
предлагаемого алгоритма неулучшаемой кластериза-
ции предложен новый метод квантификации ее клас-
теров. Рассмотрен практический пример примене-
ния алгоритма к медицинским данным. Обсуждаются 
причины зависимости результата от выбора началь-
ного кластерного разбиения.

Ключевые слова: кластерное разбиение, внутрикластер-
ная вариация, латентные классы, пошаговая оптимиза-
ция разбиений.

The paper explores the formation of a cluster par-
tition using a system of bundles of vectors. Each 
object is represented by a vector with coordinates 
corresponding to its characteristic factors. The study 
focuses on the principles of changes in the total density 
of these bundles when objects move from one cluster 
to another. Based on the findings, an algorithm is propo-
sed to reduce the total intracluster variance of the initial 
cluster partition.

The proposed algorithm is based on a modern 
technique for analyzing latent classes. This technique 
emphasizes that the forming factors of objects within 
each cluster should be highly correlated. Since the num-
ber of forming factors is arbitrary, the algorithm replaces 
this requirement with the maximum possible proximity 
of object factor vectors to the average vector within 
each cluster. The degree of this closeness is referred 
to as the tightness of the cluster vector bundle.

The paper a lso introduces a  new method 
for quantifying clusters in the improvable clustering 
constructed using the proposed algorithm. A practical 
example of the algorithm's application to process 
medical data is presented. The study discusses 
the reasons for the dependence of the algorithm's outcome 
on the choice of initial cluster partition.

Key words: cluster partition, intracluster variance, latent 
classes, step-by-step optimization of partitions.

1. Постановка задачи 
Задача разбиения заданного конечного множе-

ства объектов на непересекающиеся части так, что-
бы объекты каждой из частей были более похожи 
друг на друга, чем объекты, относящиеся к разным 
частям, известна под названием задачи кластериза-
ции. Построенная система частей исходного множе-

ства называется его кластерным разбиением, а сами 
части кластерами.

В связи с востребованностью построения 
кластерных разбиений на сегодня разработа-
но огромное количество разнообразных алгорит-
мов кластеризации, см., например, обзоры [1–2] 
и обширную библиографию в них. Часто разные ме-
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тоды из этого арсенала, примененные к одному
и тому же множеству объектов, приводят к раз-
личным результатам. Поэтому возникает вопрос:
можно ли удовлетвориться одной из получающих-
ся кластеризаций или стоит поискать ей какую-то
альтернативу? Чаще всего решение этого вопроса
в каждом конкретном исследовании основывает-
ся просто на интуиции или личном предпочтении
автора этого исследования. Проблема улучшения
имеющегося разбиения, не связанная с частными
или интуитивными представлениями исследовате-
лей, видимо, впервые была поставлена в рамках
аппарата латентного анализа классов [3–5], кото-
рый также иногда называют латентным кластер-
ным анализом.

В любых прикладных статистических задачах
изучаемые объекты принято отождествлять с на-
борами числовых значений измеряемых у них по-
казателей. Таким образом, любая кластеризация
обязательно должна быть связана с этими показа-
телями, которые поэтому будем называть форми-
рующими. Согласно методике латентного анализа
классов, кластеры в идеале должны быть органи-
зованы так, чтобы у объектов, лежащих в каждом
из них, формирующие показатели имели в своем
составе весомую общую часть. Она как бы фор-
мализует процесс формирования кластеров, кото-
рый должен в максимальной степени вобрать в се-
бя то общее из формирующих показателей, что
обеспечивает близость объектов. Если формули-
ровать точнее, то можно рассмотреть некую ис-
кусственную переменную, новый показатель, при-
нимающий близкие значения на всех объектах од-
ного и того же кластера, который аккумулиру-
ет эти существенные составляющие всех форми-
рующих показателей. Такую переменную, следуя
[6], будем называть кластерной переменной. Кла-
стерное разбиение, следовательно, должно быть
таким, чтобы условные распределения всех фор-
мирующих показателей относительно кластерной
переменной оказались бы практически независи-
мыми, — ничего общего в формирующих показа-
телях после ее фиксации не остается.

Если подобную переменную удается постро-
ить, то можно считать, что имеющееся кластер-
ное разбиение в некотором смысле оптимально.
Если же независимость показателей в кластерах
соблюдается неидеально, можно попытаться пе-
реформатировать кластеры, перемещая некото-
рые из элементов между ними, добиваясь лучше-
го качества результирующей кластерной перемен-
ной. Тот вариант кластерного разбиения, кото-
рый невозможно улучшить за счет перемещения
элементов между кластерами, назовем неулучша-
емым.

Основная цель настоящей работы – разработка
алгоритма переформатирования имеющегося кла-
стерного разбиения в неулучшаемый его вариант.

К сожалению, разрабатываемую ниже идею
невозможно применить для построения неулуч-
шаемого кластерного разбиения на множестве
каких-то «сырых» данных — нужно иметь началь-
ное, стартовое разбиение. К тому же необходи-
мо запретить новому разбиению содержать кла-
стеров больше, чем было в стартовом разбиении.
Без такого требования, как это станет ясно ниже,
в качестве неулучшаемого всегда будет получать-
ся разбиение, в котором каждый элемент исходно-
го множества представляет собой отдельный кла-
стер. Понятно, что такое решение имеет нулевую
практическую ценность. Требование же фиксиро-
ванного количества кластеров естественно и яв-
ляется обычной практикой статистического ис-
следования (см., например, [7–8]). Модифициро-
вать требование неувеличения количества класте-
ров до требования его постоянства оказывается
несложно, как будет продемонстрировано в раз-
деле 3.

2. Построение тесных пучков из
векторов-объектов

Предположим, что у нас имеется конечное
множество U различных объектов, которое
необходимо разбить на кластеры, и у каждого
из этих объектов известны значения p фор-
мирующих показателей. Будем отождествлять
каждый из объектов U с вектором, координаты
которого представляют собой значения этих
показателей. Условимся говорить, что все такие
векторы-объекты, отнесенные в один и тот же
кластер, составляют пучок. Все объекты пучка
достаточно близки между собой, если каждый
из них близок к центральному вектору пучка.
Качеством имеющегося кластерного разбиения
объявим сумму средних квадратов отклонений
векторов от центрального вектора содержащего
их пучка и будем решать задачу ее минимизации
путем перемещения отдельных векторов из пучка
в пучок. Как уже было сказано, дополнитель-
но предположим, что общее число имевшихся
пучков не может увеличиваться. Сформулируем
задачу точнее.

Для пучка векторов A через nA обозначим ко-
личество его элементов, через �a(A) — его средний
вектор, а

S2(A) =
1

nA

nA∑
i=1

∥∥∥ �Xi − �a(A)
∥∥∥2

будем называть рассеиванием пучка. Задача со-
стоит в минимизации величины

S2 =
∑
A

S2(A), (1)

где сумма берется по всем пучкам A путем пе-
ремещения отдельных векторов между пучками.
Общее количество имевшихся пучков при этом
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увеличиваться не должно, т.е. при допустимых из-
менениях пучков число слагаемых в сумме (1) мо-
жет лишь уменьшаться.

Заметим в завершение постановки задачи, что,
поскольку результат считается тем лучшим, чем
меньше величина S2, а она равна 0 тогда и толь-
ко тогда, когда каждый из пучков одноэлементен,
то условие ограниченности числа пучков отсекает
тривиальное решение.

Перейдем к детальному изучению процесса пе-
реформатирования пучков. Для n векторов в Rp,
составляющих пучок, определим

�a =
1

n

n∑
i=1

�Xi, Qn =
n∑

i=1

∥∥∥ �Xi − �a
∥∥∥2 .

Добавим к пучку новый вектор �X. Ясно, что от-
клонения добавляемого вектора от нового ā и от
старого среднего �a будут связаны условием

ā =
n�a+ �x

n+ 1
=⇒ �X − ā =

n

n+ 1

(
�X − �a

)
. (2)

Кроме этого,

‖�a‖2 − ‖ā‖2 =
〈
�a− �X
n+1 , �a+ n�a+ �X

n+1

〉
=

=
〈
�a− �X
n+1 ,

(2n+1)�a+ �X
n+1

〉
= <�a− �X, (2n+1)�a+ �X>

(n+1)2 . (3)

Здесь < ·, · > — скалярное произведение векторов.
Далее

Qn+1 −Qn =
∥∥∥ �X − ā

∥∥∥2 +
+

n∑
i=1

(∥∥∥ �Xi − ā
∥∥∥2 −

∥∥∥ �Xi − �a
∥∥∥2

)
= I1 + I2. (4)

Преобразуем второе слагаемое в (4).

I2 =
n∑

i=1

< �a− ā, 2 �Xi − (�a+ ā) > =

=
〈
�a− �X
n+1 , 2n�a

〉
− n

(
‖�a‖2 − ‖ā‖2

)
.

Теперь, привлекая (3), выводим

I2 =
n

(n+ 1)2
‖�a− �X‖2.

Формула (2) позволяет преобразовать I1, и из
равенства (4) вытекает

Qn+1 −Qn =
n

n+ 1
‖ �X − �a‖2. (5)

Для более удобного дальнейшего использова-
ния сменим обозначения. Средний вектор пучка
из произвольного числа k векторов будем обозна-
чать �ak, а рассеивание этого пучка пусть равно
S2
k. Тогда, используя (5), приходим к

S2
n+1 =

Qn+1

n+ 1
=

nS2
n

n+ 1
+

n

(n+ 1)2
‖ �X − �an‖2. (6)

Для описания ситуации, когда из пучка, содер-
жащего n векторов, напротив, удаляется вектор
�X, достаточно в (6) заменить n на n−1 и выразить
из получившегося равенства величину изменчиво-
сти нового пучка. Применив (2), получаем

S2
n−1 =

nS2
n

n− 1
− n− 1

n2
‖ �X − �an−1‖2. (7)

Итак, рассеивание пучка при добавлении или
выносе �X будет, соответственно, изменяться на

∆+(A) = nA

(nA+1)2

∥∥∥ �X − �a(A)
∥∥∥2 − S2(A)

nA+1 ,

∆−(A) = S2(A)
nA−1 − nA

(nA−1)2

∥∥∥ �X − �a(A)
∥∥∥2 .

Последняя из этих двух формул работает толь-
ко при условии nA ≥ 2. Если пучок состоял из
единственного вектора, то его рассеивание было
равным 0, и это же значение можно сохранить и
для пустого пучка, поэтому в этом случае усло-
вимся полагать ∆−(A) = 0. Собирая (6) и (7),
приходим к справедливости теоремы.

Теорема. Если вектор �X из пучка A перене-
сти в пучок B, то суммарное рассеивание пучков
изменится на величину

∆(A;B) = ∆−(A) + ∆+(B). (8)

Отметим, что величина рассеивания уменьша-
ется при добавлении вектора в пучок тем силь-
нее, чем ближе оказывается он к среднему век-
тору имевшегося пучка. При исключении вектора
рассеивание пучка уменьшается сильнее при уда-
лении вектора, наиболее удаленного от имевшего-
ся среднего.

Следствие. При добавлении �X в пучок A его
рассеивание уменьшится тогда и только тогда,
когда

‖ �X − �anA
‖ < S(A) ·

√
nA + 1

nA
,

а при исключении �X из пучка в том и только
том случае, если

‖ �X − �anA
‖ > S(A) ·

√
nA − 1

nA
.

Утверждение теоремы позволяет указать путь
решения задачи уменьшения суммарного рассеи-
вания некоторого набора пучков. Следует, корот-
ко говоря, переносить элементы из пучка в пучок
до тех пор, пока среди чисел ∆(A;B) остаются
отрицательные, причем начинать перенос нужно
с тех элементов, для которых модуль соответству-
ющего отрицательного числа окажется наиболь-
шим.

При выполнении описанных перенесений об-
щее число пучков может уменьшится, если удаля-
ется вектор из одноэлементного пучка. Если, как

3
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в кластерном алгоритме k-средних [7–8], дополни-
тельно выставить условие, чтобы оно и не умень-
шалось, придется слегка изменить алгоритм, за-
претив перенесения таких векторов. Поскольку
понятно, что уменьшить нулевое рассеивание од-
ноэлементного пучка не удастся, то в этом вари-
анте алгоритма одноэлементные пучки автомати-
чески исключаются из рассмотрения в качестве
потенциальных «доноров».

3. Алгоритм переформатирования пуч-
ков и пример его работы

На входе в алгоритм имеется множество век-
торов, разбитое на пучки (стартовое разбиение).
Организуем поэлементное перемещение векторов
из пучка в пучок так, чтоб минимизировать сум-
марное рассеивание пучков (1).

Шаг 1. Для каждого из пучков A определим
число его элементов nA, вычислим центральный
вектор �a(A) и рассеивание S2(A). Эти вычисле-
ния можно делать только для тех пучков, которые
изменились на предыдущей итерации.

Шаг 2. Для каждого вектора каждого из пуч-
ков вычислим его отклонения от всех централь-
ных векторов пучков, а затем для пучка A, в кото-
ром содержался этот вектор, и каждого из пучков
B �= A найдем потенциальное изменение ∆(A;B)
величины S2 по формулам доказанной выше тео-
ремы. При этом полагаем ∆(A;A) = 0.

Шаг 3. Есть ли среди чисел ∆(A;B) отрица-
тельные? Если нет, то неулучшаемое разбиение
построено — выход из алгоритма. Если нет —
к шагу 4.

Шаг 4. Находим такой элемент �X и такой пу-
чок B, что �X ∈ A, ∆(A;B) отрицательно и мак-
симально по модулю среди всех отрицательных
значений. Переносим вектор �X из A в B. Начиная
новую итерацию, возвращаемся к шагу 1.

Для превращения алгоритма в такой его ва-
риант, при котором сохраняется первоначальное
число пучков, не уменьшаясь, на шаге 3 следует
исключить из изучаемых те ∆(A;B), где пучок A
состоит из единственного вектора.

В качестве иллюстрации рассмотрим работу
алгоритма на примере реальных данных анализа
лимфоцитарного профиля периферической кро-
ви 15 пациентов по 4 показателям, выполненно-
го в Алтайском краевом диагностическом центре.
За стартовое разбиение был взят результат приме-
нения алгоритма 5-средних, полученный с помо-
щью статистического компьютерного пакета IBM
SPSS 23. Пять пучков-кластеров этого разбиения
имеют следующие составы: A = {1; 5; 6; 15}, B =
{3; 12}, C = {2; 4; 7; 8; 10; 13; 14}, D = {9}, E =
{11}. Характеристики всех пучков приведены
в таблице 1.

Изменения кластеров в процессе работы алго-
ритма описываются таблицей 2. Во втором столб-
це указан номер перемещаемого объекта-вектора,

Таблица 1
Стартовое разбиение 1

Пучок nA �a(A) S2(A)
A 4 15,66 8,09 30,95 14,26 1,50
B 2 15,89 8,39 29,27 13,09 0,83
C 7 15,62 8,04 31,58 12,92 1,22
D 1 16,47 8,53 34,41 15,59 0,00
E 1 16,96 8,77 33,04 13,45 0,00

S2 3,55

в третьем — маршрут его перемещения, в четвер-
том — достигнутая после этого перемещения сум-
марная величина рассеивания.

Таблица 2
Изменения пучков

Итерация Объект Перемещение S2

1 1 A � B 3,137
2 5 A � C 3,066
3 6 A � C 2,702
4 12 B � C 2,578
5 3 B � C 2,070

После пятой итерации отрицательных чи-
сел среди ∆(A;B) не осталось. Полученное
таким образом неулучшаемое разбиение со-
стоит из четырех одноэлементных кластеров
{1}, {9}, {11}, {15}, а остальные 11 элементов
образуют пятый кластер. Достигнутая величина
рассеивания равна 2,07.

Далее на том же множестве объектов бы-
ло построено разбиение на 5 пучков-кластеров
с помощью агломеративного иерархического кла-
стерного алгоритма. Получены кластеры A =
{1; 3; 12}, B = {2; 4; 14}, D = {9}, E = {11}, а пу-
чок C содержит остальные 7 объектов. В таблице
3 приведены количества элементов, средние век-
торы и рассеивания каждого из пучков.

Таблица 3
Стартовое разбиение 2

Пучок nA �a(A) S2(A)
A 3 16,12 8,30 29,35 13,65 1,30
B 3 15,38 7,99 31,26 12,03 0,41
C 7 15,61 8,08 31,65 13,81 0,73
D 1 16,47 8,53 34,41 15,59 0,00
E 1 16,96 8,77 33,04 13,45 0,00

S2 2,44

Это разбиение оказалось неулучшаемым —
среди чисел ∆ нет отрицательных.

4
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В традиционном кластерном анализе характе-
ристика S2 носит название суммарной внутри-
кластерной изменчивости, и оптимизируя разби-
ение множества объектов на кластеры, наряду
с уменьшением этой характеристики стараются
также максимизировать межкластерную измен-
чивость. Во введенных выше обозначениях эта ве-
личина равна

M =
1

k

∑
A

‖�a(A)− �a‖2 , �a =
1

k

∑
A

�a(A),

если всего имелось k пучков. Поскольку умень-
шение величины S2 чаще всего сопровождается
уменьшением M , то обычным компромиссом яв-
ляется минимизация Z = S2/M (см, к приме-
ру, [9]). В рассмотренных выше примерах числен-
ные значения: для улучшенного разбиения M =
3, 91;Z = 0, 5288, для разбиения иерархическим
методом M = 4, 61;Z = 0, 5292. Таким образом,
хотя межкластерная изменчивость в модифици-
рованном разбиении оказалась немного хуже, но
величина Z все же улучшилась, хотя и незначи-
тельно.

4. О квантификации кластерной пере-
менной

После построения пучков, имеющих мини-
мальное суммарное рассеивание, можно пред-
ложить подход к присвоению числовых меток
пучкам-кластерам. Заметим, что после работы ал-
горитма переформатирования пучков все векторы
каждого пучка A оказались достаточно близки-
ми к его среднему вектору �a(A). Поэтому этот
средний вектор может выполнять роль много-
мерной метки пучка. Если же размерность полу-
ченных меток покажется слишком высокой или
потребуется построение именно числовых меток,
то к набору многомерных меток можно приме-
нить любой из методов сокращения размерностей
(см., например, [10–11]). Обычно метки центриру-
ют и нормируют, вычитая из них среднее значение
и деля на сумму их квадратов.

В частности, если ставить целью как мож-
но больший разброс получающихся меток, то
для первого примера предыдущего раздела име-
ем в качестве меток нормированные значения чет-
вертых координат векторов средних. Метки пуч-

ков можно принять за значения кластерной пере-
менной на каждом из объектов в пределах соот-
ветствующего кластера. Это 0,04; -0,66; -0,02; 0,74
и -0,10 соответственно. В частности, это приводит
к заключению о том, что естественный порядок
кластеров таков: B; E; C; A; D.

5. Обсуждение результатов и краткие
выводы

Предложенный несложный алгоритм позволя-
ет уменьшать суммарное рассеивание имеющихся
не старте пучков-кластеров произвольных объек-
тов путем их перенесения из одного пучка в дру-
гой.

То, что в результате использования разных
стартовых разбиений примера алгоритм привел
к разным результатам, хотя и примерно одинако-
вого качества, видимо, показывает, что абсолют-
ный минимум суммарного рассеивания не всегда
достигается путем последовательного перемеще-
ния отдельных элементов из кластера в кластер.
Перебор же всех возможных кластерных разбие-
ний данного множества с целью найти этот ми-
нимум вряд ли может быть рекомендован к ис-
пользованию. Поэтому алгоритм, на взгляд авто-
ра, служит разумной альтернативой этому пере-
бору.

Отметим также, что использованный подход
повышения тесноты пучка фактически подменя-
ет сильную коррелированность показателей внут-
ри пучка этого пучка, которая использовалась
в работе [12]. Но там изучался случай наличия
лишь двух формирующих показателей. Исполь-
зовать впрямую идею сильной коррелированно-
сти, как предлагает латентный анализ классов,
в случае, когда показателей больше двух, весь-
ма затруднительно, поскольку коэффициент кор-
реляции является парной характеристикой. Прав-
да, если иметь в виду геометрическую интерпре-
тацию коэффициента корреляции через косину-
сы углов между векторами соответствующих по-
казателей, можно при переформатировании пуч-
ков поставить цель помещение векторов внутрь
многомерного конуса с возможно меньшим телес-
ным углом при его вершине. Построению и изуче-
нию подобного алгоритма будет посвящена одна
из следующих работ автора.
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