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Римановы многообразия со связностью Леви-
Чивиты и постоянной кривизной Риччи, или мно-
гообразия Эйнштейна, изучались в работах мно-
гих математиков. Наиболее исследован данный 
вопрос в однородном римановом случае. В этом на-
правлении наиболее известны результаты работ 
Д.В. Алексеевского, М. Вана, В. Зиллера, Г. Йенсена, 
Х. Лауре, Ю.Г. Никонорова, Е.Д. Родионова и других 
математиков. В то же время в случае произвольной 
метрической связности вопрос изучения многооб-
разий Эйнштейна мало исследован. Это обусловлено 
прежде всего тем, что тензор Риччи метрической связ-
ности не является, вообще говоря, симметрическим.

В настоящей работе рассматриваются полусим-
метрические связности на 3-мерных группах Ли с ле-
воинвариантной римановой метрикой. Для симмет-
рической части тензора Риччи изучается уравнение 
Эйнштейна. В результате проведенных исследова-
ний получена классификация 3-мерных метриче-
ских групп Ли и соответствующих полусимметриче-
ских связностей в случае симметрического уравнения 
Эйнштейна.

Ранее в работах П.Н. Клепикова, Е.Д. Родионова 
и О.П. Хромовой изучалось классическое уравнение 
Эйнштейна и было доказано, что если для 3-мер-
ной группы Ли с левоинвариантной (псевдо)ри-
мановой метрикой и полусимметрической связ-
ностью выполняется классическое уравнение 
Эйнштейна, то либо связность является связно-
стью Леви-Чивиты, либо тензор кривизны связ-
ности равен нулю.

Ключевые слова: полусимметрические связности, мет-
рики Эйнштейна, группы Ли, левоинвариантные рима-
новы метрики.

Riemannian manifolds with a Levi-Civita con-
nection and constant Ricci curvature, or Einstein 
manifolds, were studied in the works of many 
mathematicians. This question has been most studied 
in the homogeneous Riemannian case. In this direction, 
the most famous ones are the results of works by 
D.V. Alekseevsky, M. Wang, V. Ziller, G. Jensen, 
H. Laure, Y.G. Nikonorov, E.D. Rodionov and other 
mathematicians. At the same time, the question 
of studying Einstein manifolds has been little studied 
for the case of an arbitrary metric connection. This is 
primarily due to the fact that the Ricci tensor of metric 
connection is not, generally speaking, symmetric.

In this paper, we consider semisymmetric con-
nections on 3-dimensional Lie groups with a left-
invariant Riemannian metric. For the symmetric part 
of the Ricci tensor, the Einstein equation is studied. 
As a result of the research carried out, a classification 
of 3-dimensional metric Lie groups and the corresponding 
semisymmetric connections in the case of the Einstein 
symmetric equation has been obtained.

Earlier in the works of P.N. Klepikov, E.D. Rodionov 
and O.P. Khromova, the classical Einstein equation was 
studied, and it was proved that if the classical

The Einstein equation holds for a 3-dimensional 
Lie group with left-invariant (pseudo) Riemannian 
metric and semi-symmetric connection. Then, 
either the connection is a Levi-Civita connection, or 
the curvature tensor of the connection is equal to zero.

Key words: semisymmetric connections, Einstein metrics, 
Lie groups, left-invariant Riemannian metrics.
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Введение
Изучение многообразий с полусимметрической

связностью является актуальным напавлением в
исследовании многообразий. Впервые эти связно-
сти изучались Э. Картаном и описаны в работе
[1]. Целью данной работы является изучение трех-
мерных групп Ли с левоинвариантной римановой
метрикой и полусимметрической связностью.

1. Предварительные сведения. Пусть
(M, g) — риманово многообразие. Определим на
данном многообразии метрическую связность ∇
с помощью формулы

∇XY = ∇g
XY + g(X,Y )V − g(V, Y )X, (1)

где V — некоторое фиксированное векторное по-
ле, X и Y — произвольные векторные поля, ∇g —
связность Леви-Чивиты. Связность ∇ является
одной из трех основных связностей, описанных
Э. Картаном в [1], и называется полусимметри-
ческой связностью или связностью с векторным
кручением (с точностью до направления) [2–5].

Тензор кривизны и тензор Риччи римано-
ва многообразия (M, g) с использованием полу-
симметрической связности определяются соответ-
ственно равенствами

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

r(X,Y ) = tr(U → R(X,U)Y ).

Отметим, что тензор Риччи полусимметриче-
ской связности, вообще говоря, не является сим-
метрическим.

Риманово многообразие (M, g) с полусиммет-
рической связностью ∇ называется эйнштейно-
вым, если тензор rij удовлетворяет одному из сле-
дующих уравнений [6,7]:

TypeA rij = Λgij ;

TypeB rij = Λ(x)gij ;

Type C r(ij) = Λgij ;

TypeD r(ij) = Λ(x)gij ,

где r(ij) — симметрическая часть тензора Риччи,
Λ — константа, Λ(x) — функция на многообразии.

Рассмотрим уравнение типа C на группах Ли.
Пусть M = G — трехмерная группа с левоинва-
риантной римановой метрикой Ли; LG — алгебра
Ли группы Ли G. Зафиксируем базис {e1, . . . , en}
в алгебре LG и положим

[ei, ej ] = ckijek,

где ckij — структурные константы алгебры Ли.
Известно, что символы Кристофеля связности

Леви-Чивиты ∇g выражаются через структурные
константы и компоненты метрического тензора:

(Γg)
k
ij =

1

2
gks (cijs − cjsi + csij)

Пусть V ∈ LG, тогда символы Кристофеля
связности ∇ с векторным кручением (1) задаются
равенством:

Γk
ij = (Γg)

k
ij + gijV

k − V sgsjδ
k
i

Компоненты тензора кривизны и тензора Рич-
чи можно вычислить с помощью соответствую-
щих формул:

Rijks =
(
Γl
ijΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk

)
gps,

rij = Rijksg
js

Переобозначим структурные константы алгеб-
ры Ли в соответствии со следующей теоремой [8].

Теорема 1. Пусть (G, g) — трехмерная груп-
па Ли с левоинвариантной римановой метрикой.
Тогда

• если G унимодулярная, то в алгебре Ли U
группы G существует ортонормированный
базис {e1, e2, e3} такой, что метрическая ал-
гебра Ли группы G имеет вид:

[e1, e2] = λ3e3, [e3, e1] = λ2e2, [e2, e3] = λ1e1;

• если G неунимодулярная, то в алгебре Ли
NU группы G существует ортонормирован-
ный базис {e1, e2, e3} такой, что метрическая
алгебра Ли группы G имеет вид:

[e1, e2] = αe2 + βe3, [e1, e3] = γe2 + δe3,

где α+ δ = 2.
Основным результатом работы является
Теорема 2. Пусть (G, g,∇) — трехмерная

группа Ли с левоинвариантной римановой метри-
кой g и полусимметрической связностью ∇, удо-
влетворяющая уравнению

rij + rji = Λgij . (2)

Тогда
1) если группа Ли G унимодулярная, то ее ал-

гебра Ли изоморфна so(3) или e(2), а структурные
константы ее алгебры Ли и координаты векторно-
го поля V входят в следующий список:

1. λ1 = λ2 =
λ2
3+v2

3

λ3
, λ3 ∈ R \ {0},

V = {0, 0, v3},Λ = λ2
3.

2. λ1 = 1
2 (λ3 ±

√
λ2
3 − 4v21), λ2 = λ3 ∈ R,

V = {v1, 0, 0}, v21 ≤ λ2
3

4 ,Λ = λ1λ3 − v21 .

3. λ1 = λ3 ∈ R, λ2 = 1
2 (λ3 ±

√
λ2
3 − 4v22),

V = {0, v2, 0}, v22 <
λ2
3

4 ,Λ = λ2λ3 − v22 ;
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2) если группа Ли G неунимодулярная, то
структурные константы ее алгебры Ли и коорди-
наты векторного поля V входят в следующий спи-
сок:

1. α = −γ + 2, β = δ = ±
√
−γ2 + 2γ,

V = (−2, 0, 0), γ ∈ (0, 2), Λ = 0.

2. α = 1, β ∈ R, γ = 1, δ = −β,Λ = −4,
V = (0, 0, 0).

3. α = 1, β ∈ R, γ = 1, δ = −β,Λ = 0,
V = (−1, 0, 0).

2. Доказательство основной теоремы.
Для доказательства теоремы 2 запишем систему
уравнений (2) в базисе теоремы 1, используя фор-
мулы для нахождения компонент тензора Риччи
через структурные константы алгебры Ли.

1. Унимодулярный случай. Система уравнений
Эйнштейна (2) примет вид

2λ3λ2 − λ2
3 − λ2

2 + λ2
1 − 2(V 3)2 − 2(V 2)2 = Λ,

−λ2
3 + 2λ3λ1 + λ2

2 − λ2
1 − 2(V 3)2 − 2(V 1)2 = Λ,

−λ2
2 + 2λ2λ1 + λ2

3 − λ2
1 − 2(V 2)2 − 2(V 1)2 = Λ,

−V 3λ2 + V 3λ1 + 2V 1V 2 = 0,

λ3V
2 − V 2λ1 + 2V 1V 3 = 0,

−λ3V
1 + V 1λ2 + 2V 2V 3 = 0.

Решая данную систему равенств, находим

1. λ1 = λ2 =
λ2
3+v2

3

λ3
, λ3 ∈ R \ {0},

V = {0, 0, v3},Λ = λ2
3.

2. λ1 = 1
2 (λ3 ±

√
λ2
3 − 4v21), λ2 = λ3 ∈ R,

V = {v1, 0, 0}, v21 ≤ λ2
3

4 ,Λ = λ1λ3 − v21 .

3. λ1 = λ3 ∈ R, λ2 = 1
2 (λ3 ±

√
λ2
3 − 4v22),

V = {0, v2, 0}, v22 <
λ2
3

4 ,Λ = λ2λ3 − v22 .

2. Неунимодулярный случай. Система уравне-
ний Эйнштейна (2) примет вид

−2α2 − 2αV 1 − β2 − 2βδ − δ2 − 2(V 3)2 − 2γ2 −
−2γV 1 − 2(V 2)2 = Λ,

−2α2 − 4αV 1 − β2 + δ2 − 2(V 3)2 − 2αγ − 2γV 1 −
−2(V 1)2 = Λ,

δ2 − 2γ2 − 4γV 1 + β2 − 2(V 2)2 − 2αγ − 2αV 1 −
−2(V 1)2 = Λ,

V 3δ + 2V 1v2 + V 2α = 0,

βδV 2 + 2V 1V 3 + V 3γ = 0,

−2αδ − 2βγ − βV 1 − V 1δ + 2V 2V 3 = 0.

Решая данную систему равенств, находим
1. α = −γ + 2, β = δ = ±

√
−γ2 + 2γ,

V = (−2, 0, 0), γ ∈ (0, 2), Λ = 0.

2. α = 1, β ∈ R, γ = 1, δ = −β,Λ = −4,
V = (0, 0, 0).

3. α = 1, β ∈ R, γ = 1, δ = −β,Λ = 0,
V = (−1, 0, 0).

Заключение. В данной работе для симмет-
рической части тензора Риччи изучается уравне-
ние Эйнштейна (уравнение Эйнштейна типа С) на
трехмерных группах Ли с левоинвариантной ри-
мановой метрикой и полусимметрической метри-
ческой связностью. В результате проведенных ис-
следований дана классификация трехмерных мет-
рических групп Ли и соответствующих полусим-
метрических связностей для уравнения Эйнштей-
на типа С. Работа является естественным продол-
жением исследований П.Н. Клепикова, Е.Д. Роди-
онова и О.П. Хромовой по изучению классическо-
го уравнения Эйнштейна (уравнения Эйнштейна
типа А) на трехмерных группах Ли с левоинвари-
антной (псевдо)римановой метрикой и полусим-
метрической связностью [9–11].
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