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В области нелинейной вязкоупругости изучение по-
ведения течений растворов и расплавов полимеров по-
зволяет более подробно описать реологические свойства 
и точнее оценить адекватность реологических моделей. 
Для описания реологического поведения расплавов раз-
ветвленных полимеров предложена новая структурно-
феноменологическая модель, которую можно рекомен-
довать для инженерных расчетов течений полимерных 
сред. На основе модели, которая получена, исходя из мо-
дифицированной модели Виноградова-Покровского, ос-
нованной на микроструктурном подходе к описанию 
динамики полимерной жидкости, были рассчитаны ста-
ционарные вискозиметрические функции при простом 
сдвиге и одноосном растяжении: стационарная сдвиго-
вая вязкость, коэффициент первой разности нормаль-
ных напряжений, стационарная вязкость при одно-
осном растяжении. Также было исследовано влияние 
параметров модели на вид этих зависимостей. Показано, 
что модель с хорошей точностью описывает нелиней-
ное вязкоупругое поведение текучих полимерных си-
стем: аномалию вязкости, падение коэффициента пер-
вой разности нормальных напряжений, немонотонный 
характер зависимости стационарной вязкости при рас-
тяжении от скорости растяжения. Проведено сравне-
ние вискозиметрических функций с эксперименталь-
ными данными для расплава промышленного образца 
полиэтилена. 

Ключевые слова: реология, полимеры, расплавы поли-
меров, полимерная жидкость, реологическая модель, 
мезоскопический подход, вискозиметрические функ-
ции, сдвиговая вязкость, вязкоупругость, нелинейные 
эффекты, одноосное растяжение, вязкость при растя-
жении, щелевой канал.

Studying the behavior of flows of solutions and poly-
mer melts in the field of nonlinear viscoelasticity allows 
describing the rheological properties in more details 
and more accurately assess the adequacy of rheological 
models. A new structural-phenomenological model is 
proposed to describe the rheological behavior of melts 
of branched polymers. This model can be recommended 
for engineering calculations of flows of polymeric media. 
The model is obtained from the modified Vinogradov-
Pokrovsky model which is based on the microstructur-
al approach and describes the dynamics of a polymer 
fluid. Stationary viscometric functions for simple shear 
and uniaxial tension, as well as stationary shear viscosi-
ty, the first-difference coefficient of normal stresses, sta-
tionary viscosity at uniaxial tension, are calculated using 
the obtained model. Also, the influence of model pa-
rameters on the form of the functions has been studied. 
It is shown that the model describes with good accuracy 
the nonlinear viscoelastic behavior of flowing polymer 
systems: an anomaly in viscosity, a drop in the coefficient 
of the first difference of normal stresses, and a nonmono-
tonic nature of the dependence of the steady-state elon-
gation viscosity on the tensile rate. The viscometric func-
tions data are compared with the experimental data 
for an industrial polyethylene melt sample.

Key words: rheology, polymers, polymer melts, polymer 
fluid, rheological model, mesoscopic approach, viscometric 
functions, shear viscosity, viscoelasticity, nonlinear effects, 
uniaxial elongation, tensile viscosity, slot channel.
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Введение
В настоящее время в области моделирования 

технологических процессов переработки структур-
но-неоднородных жидкостей, к которым относят-
ся растворы и расплавы полимеров, нефть, краски 
и др., сложилась противоречивая ситуация. Хотя 
эти среды и обладают рядом уникальных свойств, 
таких как вязкоупругость, различные формы не-
линейного поведения, для описания которых уже 
сформулированы пригодные реологические модели 
в случаях простых с гидродинамической точки зре-
ния, в инженерных расчетах в основном использу-
ют устаревшие модели [1]. К таким моделям относят-
ся: Освальда де Валле, Карро, Карро-Ясуда, Кросса, 
Кросса-Вильямсона, Эллиса, модель вязкопластич-
ной жидкости Бингама и др.

Применение математического моделирования 
при проектировании и производстве изделий из по-
лимерных материалов определяется реологической 
моделью, которая должна быть достаточно простой, 
но отражать все соответствующие характеристики 
процесса [2–7]. 

В настоящее время предложено большое число рео-
логических моделей, учитывающих сложное строение 
полимерных молекул, однако в литературе упомина-
ется несколько реологических моделей, которые с точ-
ностью описывают нелинейные эффекты при одноос-
ном растяжении и простом сдвиге, поэтому возникает 
потребность в проведении и последующей интер-
претации реологических измерений с более сложной 
структурой течений. Вместе с тем к инженерным мо-
делям предъявляют требования простоты и надеж-
ности в вычислениях [8, 9].

Все модели, описывающие реологическое по-
ведение полимерных жидкостей, разделяют на два 
принципиально разных класса, которые отличаются 
подходами к описанию процессов, — это феномено-
логический и микроструктурный подходы. В фено-

менологическом подходе динамика макроскопиче-
ских тел строится на основе общих закономерностей, 
которые обнаруживаются из опыта. К феномено-
логическому типу относят модели Максвелла [10], 
Олдройда [11], Прокунина-Леонова [5, 12], а также 
модель K-BKZ [13]. 

Другой класс моделей строится на основе мезоско-
пического подхода [13–15]. В таких моделях динами-
ка макромолекул описывается на основе модельных 
представлений и поэтому учитывается некоторое 
приближение, например, строение молекул полиме-
ра и процессы межмолекулярного взаимодействия. 
Из реологических моделей мезоскопического подхо-
да чаще всего используются модель PTT [7], модель 
Гизекуса [4], модель Pom-Pom [6] и Виноградова-
Покровского [2, 13–15].

Большинство существующих реологических мо-
делей дает хорошие результаты для описания виско-
зиметрических функций, поэтому их можно исполь-
зовать для моделирования более сложных течений 
растворов и расплавов полимеров. Однако прове-
дение расчетов в областях с нерегулярной геоме-
трией может приводить к численной неустойчиво-
сти, что требует применения достаточно сложных 
методов регуляризации. При использовании таких 
моделей в инженерной практике можно столкнуть-
ся с ситуацией, когда незначительное изменение па-
раметров течения приведет к невозможности полу-
чить решение.

Реологическая модель для инженерных расчетов 
Сформулируем реологическую модель, пригодную 

для использования в инженерных расчетах, опираясь 
на mVP модель, которая имеет вид [2, 13–15]:
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Здесь σ является тензором полных напряжений; 
p — гидростатическое давление; I — единичный тен-
зор; η0 и τ0 — начальные значения сдвиговой вязко-
сти и времени релаксации; v — скорость; γ — симме-
тричный тензор скоростей деформации; оператор Δ 
означает взятие градиента; a — симметричный тен-
зор наведенной анизотропии; tr a — след безразмер-
ного тензора a; к и β — параметры наведенной анизо-
тропии, которые учитывают в уравнениях динамики 
макромолекулы размеры и форму макромолекуляр-
ного клубка соответственно.

Одним из недостатков этой модели является на-
личие множественности стационарных решений, 

что связано с наличием в уравнении (2) слагаемых 
a ∙ a и ∇ ⋅v a. При проведении расчетов течений в об-
ластях со сложной геометрией это может приводить 
к  не ус тойчив о с ти численных а лгоритмов. 
Попробуем сформулировать, опираясь на систему 
уравнений (1), (2), новую реологическую модель, 
которая будет лишена такого недостатка. Тензор a 
зависит от ∇v  и t. Выделив стационарную часть, 
представим a в виде:

                  ( ; ) ( ) ( ; )∇ ∇ ε∇= +a v t v v ts , где               (3)
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В (5) опущены слагаемые, пропорциональные ε ∙ ε. Перепишем (4) в виде
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где D = (τ0)
2 tr (γ ∙ γ) — это безразмерный первый ин-

вариант квадрата тензора γ. Выражение (6) является 
удобной аппроксимацией зависимостей, порождае-
мых уравнением (4), которое может иметь несколь-
ко решений [16]. 

Таким образом, система уравнений (1), (3), (5), (6) 
представляет собой реологическую модель, которая 
удовлетворяет принципу материальной объективно-
сти Олдройда [3]. Если продолжить процедуру упро-
щения, то вместо (5) и (6) можно записать:
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где к0, n0 , σ1(D), σ2(D) — параметры модели. к0, n0 — 
константы, σ1(D), σ2(D) — функции инварианта D, ко-
торые определим далее.

Система уравнений (1), (7) уже не является рео-
логическим определяющим соотношением в класси-
ческом понимании, так как для нее принцип матери-
альной объективности [3] не выполняется. Однако ее 
стационарные решения совпадают со стационарны-
ми решениями системы (1), (3), (5), (6) и погрешность, 
допущенная при замене (5), (6) на (7), будет прояв-
ляться только на начальном участке временной за-
висимости компонент тензора a и будет пропорцио-
нальна D или квадрату градиента скорости. Поэтому 
уравнение (7) будет представлять собой аналог рас-
сматриваемой системы. Следует ожидать, что модель 
(7) будет успешно использована при проведении ин-
женерных расчетов течений полимерных жидкостей.

Аналитическое и численное исследование 
реологической модели
Рассмотрим реологический смысл параметров мо-

дели σ1(D), σ2(D). Определим их так, чтобы рассчитан-
ные на ее основе стационарные (в этом случае 

( ) ( )∇ ∇=a v vs  вискозиметрические функции адекват-
но описывали поведение реальных полимерных сред. 

Для этого сначала рассмотрим простое сдвиговое те-
чение. В этом случае только одна компонента тензо-
ра градиентов скорости v12 = ε отлична от нуля. 
Опуская детали расчетов, которые приведены в рабо-
те [16], получим:
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Если рассмотреть на основе модели (1), (7) одно-
осное растяжение, то, следуя работе [16], получим: 
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Введем безразмерную скорость растяжения 
0τ ε= ⋅s ;
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Таким образом, на основе (7) модели можно рас-
считать стационарные вискозиметрические функции 
при простом сдвиге и одноосном растяжении и ис-

следовать влияние параметров модели на вид гради-
ентных зависимостей:

— стационарной сдвиговой вязкости: 
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— коэффициента первой разности нормальных 
напряжений: 
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— стационарной вязкости при одноосном растя-
жении: 
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где s = τ0v12 — безразмерная скорость сдвига или 

s = τ0ε — безразмерная скорость растяжения.
Из выражений (8)–(10) видно, что реологическое по-
ведение системы характеризуется параметрами к0, n0, 
к1 , n1, к2 , n2 и β. Также из (8)–(10) можно сделать вы-
вод, что η и ψ1 — убывающие функции скорости сдви-
га, λ демонстрирует немонотонную зависимость; 
сначала вязкость при растяжении является возрас-
тающей функцией скорости растяжения, а затем пос-
ле перехода через максимум убывает. 

Рассмотрим, как влияют параметры к0, n0, к1 , n1, 
к2 , n2 и β на вид вискозиметрических функций 
(9)–(11). Как видно из выражения (8), параметры к0, n0 
влияют только на стационарную сдвиговую вязкость. 
Характер их влияния виден на рисунках 1 и 2, откуда 
следует, что при малых s η(s) принимает постоянные 
значения — η0, с ростом s η(s) убывает с постоянным 
наклоном. При увеличении к0 зависимости η(s) сдви-
гаются влево без изменения своего наклона. С ростом 
n0 (рис. 2) наклон кривых увеличивается и при этом 
сдвига зависимостей не наблюдается.

Рис. 1. Влияние параметра модели к0 на зависимость сдвиговой вязкости от градиента скорости

Рис. 2. Влияние параметра модели n0 на зависимость сдвиговой вязкости от градиента скорости

Как видно из выражения (9), параметры к1, n1 вли-
яют только на стационарный коэффициент первой 
разности нормальных напряжений ψ1. Характер их 
влияния виден на рисунках 3 и 4, откуда следует, 
что он подобен влиянию параметров к0, n0 на сдви-
говую вязкость (рис. 1, 2). То есть при малых s ψ1(s) 

принимает постоянные значения — 2 η0τ0, с ростом 
s ψ1(s) убывает с постоянным наклоном. При увеличе-
нии к1 зависимости ψ1(s) сдвигаются влево без изме-
нения своего наклона. Как видно из рисунка 4, пара-
метр n1 ведет себя аналогично параметру n0.
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Рис. 3. Влияние параметра модели к1  на зависимость коэффициента первой разности 
нормальных напряжений от градиента скорости

Рис. 4. Влияние параметра модели n1 на зависимость коэффициента первой разности 
нормальных напряжений от градиента скорости

На рисунках 5, 6 и 7 показано влияние параметров 
к2, n2 и β на вид зависимости стационарной элонгаци-
онной вязкости λ(s) от скорости растяжения s. Из ри-
сунка 5 видно, что при уменьшении к2 на зависимости 
λ(s) появляется характерный максимум, который на-
блюдается в экспериментах для расплавов линейных 
полимеров. С ростом к2 этот максимум сглаживается 
и может совсем исчезнуть. Такая картина характер-

на для расплавов разветвленных полимеров. Влияние 
параметра n2, которое можно наблюдать на рисун-
ке 6, тоже значительно. При малых n2 наблюдается 
рост λ(s), который с увеличением n2 переходит в убы-
вание. На рисунке 7 демонстрируется влияние пара-
метра β на зависимость λ(s). Видно, что этот параметр 
позволяет управлять величиной максимума на зави-
симости λ(s).

Рис. 5. Влияние параметра модели к2 на зависимость вязкости при растяжении 
от безразмерной скорости растяжения



120

Известия АлтГУ. Математика и механика. 2022. № 4 (126)

Рис. 6. Влияние параметра модели n2 на зависимость вязкости при растяжении 
от безразмерной скорости растяжения

Рис. 7. Влияние параметра модели β на зависимость вязкости при растяжении 
от безразмерной скорости растяжения

Из приведенных рисунков видно, что η(s) — убы-
вающая функция скорости сдвига, ψ1(s) также явля-
ется убывающей функцией скорости сдвига, λ(s) де-
монстрирует немонотонную зависимость; сначала 
вязкость при растяжении является возрастающей 
функцией скорости растяжения, а затем после пере-
хода через максимум убывает. Также из этих рисунков 
можно сделать вывод о том, что подбор параметров 
модели к0, n2,к1, n1, к2, n2 и β легко осуществить путем 
сопоставления расчетных зависимостей сдвиговой 
вязкости, коэффициента первой разности нормаль-
ных напряжений и элонгационной вязкости с экс-
периментальными данными. Причем параметры к0, 
n0 определяются при сравнении сдвиговой вязкости. 
Параметры к1 и n1 при сравнении с коэффициентом 
первой разности нормальных напряжений, а параме-
тры к2 n2 и β — при сравнении с элонгационной вяз-
костью. 

Проведем теперь сравнение с эксперименталь-
ными данными для промышленного образца поли-
этилена Bralen [9], результаты которого приведены 
на рисунке 8. На этом рисунке точками обозначены 
экспериментальные данные, черными кривыми обо-
значены результаты расчета по новой модели (8–10), 
красные кривые относятся к расчетам по mVP мо-
дели (2).

Продемонстрируем преимущества использова-
ния реологической модели (1), (7) при расчетах пу-
азейлевских течений в плоских каналах. На основе 
модели (1), (7) были выполнены расчеты напорно-
го течения полимерной жидкости в каналах с па-
раллельными стенками под действием постоянного 

перепада давления =
dpA
dz

. В этом случае систему 

уравнений необходимо дополнить уравнением сохра-
нения импульса и уравнением неразрывности. Три 
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компоненты вектора скорости поле давления и шесть 
компонент тензора дополнительных напряжений 
при этом являются функциями двух пространствен-
ных координат. Для сравнения были взяты канал с квад-
ратным сечением (14×14) и щелевой канал с сечени-
ем (1×14). В расчетах были использованы следующие 
значения параметров: к0 = 0,1; n0 = 0,35; к1 = 1; n1 = 0,7; 
к2 = 0,2 n2 = 0,5; η0 = 5000: τ0 = 0,1 [16]. Эти значения со-
ответствуют течению расплава полиэтилена при тем-
пературе 200 ˚С [17]. 

Расчеты производились методом конечных эле-
ментов. Нелинейный характер задачи преодолевался 
методом последовательных исключений и разбиени-
ем на физические процессы. Поля скоростей и дав-
лений определяли в рамках гидродинамической за-
дачи, а в рамках упругой задачи определялись поля 
дополнительных напряжений. Затем итерации повто-
рялись. При этом на каждом временном шаге для до-

стижения необходимой точности требовалось от двух 
до шести итераций.

Для оценки аппроксимационных свойств расчет-
ной схемы проводились расчеты на сетках с различ-
ным числом элементов, для случая канала (14×14) бра-
ли: 590, 2360, 9400, 37760, а для щелевого канала (1×14) 
брали: 240, 960, 3840 и 15360. В качестве контроли-
руемых параметров выбирали значение объемного 

рас хода  ( , )=∫∫D
Q w x y dxdy  и  ср еднекв а дра-

т и ч е с к у ю  с к о р о с т ь  в и х р е в о г о  т е ч е н и я 

2 2( , ) ( , )= +∫∫D
R u x y v x y dxdy . Результаты расчетов 

при А=7340 для случая (14×14) и А=385000 приведе-
ны в таблице. Эти значения были подобраны, чтобы 
обеспечить одинаковый расход через сечение канала.

Рис. 8. Сравнение экспериментальных и теоретических зависимостей сдвиговой вязкости, 
вязкости при растяжении и коэффициента первой разности нормальных напряжений

Влияние числа расчетных ячеек на значения Q и R
(14×14) (1×14)

число ячеек Q R число ячеек Q R
590 6683.07 1.448 240 6595 1.36

2360 6683.23 1.449 960 6689 1.46
9400 6683.23 1.449 3840 6689 1.47

37760 6683.45 1.579 15360 6689 1.47

 
Как видно из таблицы, расчеты на грубой сетке не-

существенно отличаются от случаев с большим числом 
элементов. Здесь существенным фактором выступает 
время расчета. Как при переходе от сетки, содержащей 
2360 элементов, к сетке с 9400 элементами, так и от сет-
ки с 960 к 3840 элементами расчетное время увеличива-
лось на два порядка. Поэтому для получения результатов 
вначале проводились расчеты на сетке с 2360 элемента-
ми, которые затем уточнялись на сетке с 9400 элемен-
тами для случая квадратного сечения канала и на сет-
ке с 960 элементами, которые затем уточнялись на сетке 
с 3840 элементами для щелевого канала.

Устойчивость расчетов гарантируется как приме-
нением неявной схемы, так и использованием релак-
сации при переходе к следующему шагу итерации. 

Сходимость подтверждается проведением расче-
тов нестационарной задачи для безразмерных времен 
от 0 до 100 и относительной точностью 0,001 на каж-
дом шаге по времени. 

Заключительные замечания
Полученная модель позволяет достаточно точно 

описывать стационарные и нестационарные характери-
стики расплавов разветвленных и линейных полимеров. 
При этом следует ожидать, что полученная здесь модель 
окажется пригодной и для концентрированных раство-
ров полимеров. В дальнейшем предполагается использо-
вать эту модель для проведения более сложных расчетов, 
а также при разработке численных методов трехмерных 
течений в качестве простой прогнозной модели для ста-
билизации вычислительных процедур. 
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