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В работе рассматривается математическая модель 
совместного движения двух несмешивающихся не-
сжимаемых жидкостей в пороупругой среде. Данная 
модель является обобщением классической модели 
Маскета-Леверетта, в которой пористость считается 
заданной функцией пространственной координаты. 
В основе изучаемой модели лежат уравнения сохра-
нения массы жидкостей и пористого скелета, закон 
Дарси для жидкостей, учитывающий движение по-
ристого скелета, формула Лапласа для капиллярно-
го давления, реологическое уравнение для пористо-
сти типа Максвелла и условие равновесия «системы 
в целом». В приближении тонкого слоя исходная 
задача сводится к последовательному определению 
пористости твердого скелета и его скорости, а за-
тем выводится эллиптико-параболическая система 
для «приведенного давления» и насыщенности сма-
чивающей фазы. В связи с вырождением на решении 
уравнений системы ее решение понимается в обоб-
щенном смысле. Доказательство теоремы существо-
вания осуществляется в четыре этапа: регуляриза-
ция задачи, доказательство физического принципа 
максимума для насыщенности, построение галер-
кинских приближений, предельный переход по па-
раметрам регуляризации на основе метода компен-
сированной компактности.

Ключевые слова: двухфазная фильтрация, закон Дар-
си, насыщенность, пороупругость, разрешимость.

The paper considers a mathematical model 
of the joint motion of two immiscible incompressible 
fluids in a poroelastic medium. This model is a 
generalization of the classical Musket-Leverett model, 
in which porosity is considered to be a given function 
of the spatial coordinate. The model under study is 
based on the mass conservation equations for liquids 
and the porous skeleton, Darcy's law for liquids, which 
takes into account the movement of the porous skeleton, 
the Laplace formula for capillary pressure, the Maxwell-
type rheological equation for porosity, and the "system 
as a whole" equilibrium condition. In the thin layer 
approximation, the original problem is reduced to 
the successive determination of the porosity of the solid 
skeleton and its velocity. Then an elliptic-parabolic system 
is derived for the “reduced pressure” and saturation 
of the wetting phase. Its solution is understood in a 
generalized sense due to the degeneration on the solution 
of the equations of the system. The proof of the existence 
theorem is carried out in four stages: regularization 
of the problem, proof of the physical maximum principle 
for saturation, construction of Galerkin approximations, 
passage to the limit in regularization parameters based 
on the method of compensated compactness.

Key words: two-phase filtration, Darcy's law, saturation, 
poroelastic, solvability.
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Постановка задачи и формулировка основного 
результата.  В работе изучается следующая квазили-
нейная система составного типа:
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Постановка задачи и формулировка ос-
новного результата. В работе изучается следу-
ющая квазилинейная система составного типа:
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и минестерства высшего образования и науки Российской
федерации ("Современные методы гидродинамики для за-
дач природопользования, индустриальных систем и поляр-
ной механике"тема №FZMW-2020-0008)

∂(siφρ
0
i )

∂t
+∇ · (siφ�uiρ

0
i ) = 0, (1)

siφ(�ui − �u3) = −K0
k0i
µi

(∇pi − ρ0i�g), i = 1, 2, (2)

∂((1− φ)ρ03)

∂t
+∇ · ((1− φ)�u3ρ

0
3) = 0, (3)

p2 − p1 = pc(s1), (4)
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∇ · �u3 = − 1

ξ(φ)
pe − βt(φ)(

∂pe
∂t

+ �u3 · ∇pe), (5)

∇ptot +∇ ·
(

η
2 (1− φ)

(
∂�u3

∂�x +
(
∂�u3

∂�x

)∗))
=

= ρtot�g.

(6)

Данная система описывает движение двух
несмешивающихся жидкостей (нефть – вода) в по-
роупругой среде [1]. Здесь ρ0i , �ui, si и pi – соответ-
ственно истинная плотность, скорость, насыщен-
ность и давление i-ой фазы (i = 1 – смачивающая
фаза, i = 2 – несмачиващая фаза, s1 + s2 = 1,
i = 3 – твердый деформируемой скелет), φ – по-
ристость (доля объема среды, приходящейся на
пустоты), pe ≡ ptot − pf – эффективное давле-
ние, ptot ≡ φpf + (1 − φ)p3 – общее давление,
pf ≡ p1s1 + p2s2 – давление жидкой фазы, ρtot ≡
φ(s1ρ

0
1+s2ρ

0
2)+(1−φ)ρ03 – общая плотность; η, ξ(φ)

и βt(φ) соответственно коэффициенты сдвиговой
вязкости, объемной вязкости и объемной сжима-
емости среды, �g – плотность массовых сил; кро-
ме того, K0(φ) – тензор проницаемости, µi – ди-
намическая вязкость i-ой жидкости, k0i(si) – от-
носительная фазовая проницаемость, pc(s1) – ка-
пиллярное давление, есть заданные функции (мо-
дельные зависимости: pc = p̄c(1 − s)/s, ξ(φ) =
η/φb, βt(φ) = φmβφ, k0i = k̄0is

ni
i , K0(φ) =

φ3K̄/(1 − φ)2, где p̄c,m, b, βφ, k̄0i, K̄, ni – положи-
тельные параметры [2, 3].

Задача записана в эйлеровых координатах �x =
(x, y, z) и t, ∇ = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ) – оператор градиен-

та, t – время. Истинные плотности принимаются
постоянными, неизвестными функциями являют-
ся 14 скалярных величин: �u1, �u2, �u3, p1, p2, p3, s1, φ.
Для их определения служат также 14 скалярных
уравнений: три уравнения неразрывности (1),(3),
шесть уравнений закона Дарси (2), уравнение для
капиллярного скачка (4), реалогическое соотно-
шение типа Максвела (5) и три уравнения баланса
сил системы в целом (6).

Особенностью задач для сформулированной
системы уравнений (1) – (6) двухфазной филь-
трации жидкостей в пороупругой среде являет-
ся возможное вырождение уравнений на решении
(вследствие условий k01(0) = k02(1) = 0), перемен-
ная пористость φ, а также необходимость обосно-
вания физического принципа максимума для si
и φ вида 0 ≤ si ≤ 1, 0 < φ < 1 .

На сегодняшний день существуют единичные
работы, посвященные обоснованию моделей двух-
фазной фильтрации в деформируемых пористых
средах [4, 5]. В случае заданной пористости (неде-
формируемые среды) сформулированные выше
уравнения есть классическая модель Маскета-
Леверетта [3, 6]. Обоснованию моделей для одно-
фазной фильтрации посвящены работы [7 – 11].
Численное исследование проводилось в [12] – [15].

Система (1) – (6) рассматривается в тон-
ком слое Ω = {(x, y)| − L ≤ x ≤ L;−H ≤
y ≤ H} при фиксированном всюду значении
z и при следующих дополнительных гипотезах:
�ui = (ui(x, y, t), 0),
i = 1, 2, �u3 = (u3(y, t), 0), �g = (g, 0, 0),K0(φ) =

K̃0(φ)δij . В (1) – (6) перейдем к безразмерным пе-
ременным по правилу:

ui =
L

T
ūi, x = Lx̄, t = T t̄, y = Hȳ, pi = P p̄i,

pe = P p̄e, pf = P p̄f , ptot = P p̄tot, η = PT η̄,

K̃0
k0i
µi

=
L2

PT
K̄0

k0i
µ̄i

, ρig =
P

L
ρ̄iḡ, ρtotg =

P

L
ρ̄totḡ,

где T, L,HP – характерные время, расстояния
и давление, причем H/L = δ – малый параметр.
Тогда Ω есть единичный квадрат, область измене-
ния t̄ – единичный отрезок [0;1], а система уравне-
ний (1) – (6) принимает следующий вид (штрихи
опускается):

∂siφ

∂t
+

∂

∂x
(siφui) = 0,

∂pi
∂y

= 0, (7)

siφ(ui − u3) = −K0(φ)
k0i(si)

µi
(
∂pi
∂x

− gρ0i ), i = 1, 2,

(8)
s1 + s2 = 1, p2 − p1 = pc(s1), (9)

∂(1− φ)

∂t
+

∂

∂x
((1− φ)u3) = 0, (10)

a1(φ)pe + a2(φ)(
∂pe
∂t

+ u3
∂pe
∂x

) = 0,
∂ptot
∂y

= 0, (11)

δ2 ∂ptot

∂x + δ ∂
∂x (η(1− φ))∂u3

∂y +

+ ∂
∂y

(
η(1− φ)∂u3

∂y

)
= δ2ρ0totg.

(12)

Следует отметить, что из условия ∂pi

∂y = 0

и уравнения капиллярного скачка (9) вытекает,
что ∂pc

∂y = 0, а так как pc монотонна по s, то
∂s
∂y = 0. С учетом этого и определения pf также

выводим, что ∂pf

∂y = 0. Поскольку ptot = pf + pe

и ∂ptot

∂y = 0, то ∂pe

∂y = 0. После формального
предельного перехода при δ → 0 система (7) –
(12) сводится к системе для нахождения φ(x, y, t)
и u3(y, t):

∂(1− φ)

∂t
+

∂

∂x
((1− φ)u3) = 0, (13)

∂

∂y

(
η(1− φ)

∂u3

∂y

)
= 0, (14)

а также к следующей системе для определе-
ния si(x, y, t), pi(x, t),ui(x, y, t) (i=1,2), pe(x, y, t) и
ptot(x, y, t):

∂siφ

∂t
+

∂

∂x
(siφui) = 0,

∂pi
∂y

= 0, (15)
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siφ(ui − u3) = −K0(φ)
k0i(si)

µi
(
∂pi
∂x

− gρ0i ), i = 1, 2,

(16)
s1 + s2 = 1, p2 − p1 = pc(x, s1), (17)

a1(φ)pe + a2(φ)(
∂pe
∂t

+ u3
∂pe
∂x

) = 0,
∂ptot
∂y

= 0, (18)

Система (13) – (14) с краевыми и начальными
условиями вида:

u3(−1, t) = u−
3 (t), u3(1, t) = u+

3 (t),

φ(x, y, 0) = φ0(y)

(19)

будет называться задачей 1. Уравнения (15) – (18)
сводятся к следующей эллиптико-параболической
системе для s = s1 и p = p1−

∫ 1

s
k02

k(ξ)µ2

∂pc

∂ξ dξ [1], [3]:

∂

∂x

(
K0k(s)

∂p

∂x
+ f

)
= 0, (20)

∂sφ
∂t + ∂

∂x

(
sφu3 −K0

k01

µ1

∂p
∂x

)
−

− ∂
∂x

(
K0a(s)

∂s
∂x − f0

)
= 0,

(21)

где

f = K0

(
k01

µ1
ρ1g +

k02

µ2
ρ2g

)
, f0 = K0

k01

µ1
ρ1g,

F = f0 − bf, v = s1φu1 + s2φu2 + (1− φ)u3,

k(s) = k01

µ1
+ k02

µ2
, b(s) = k01

µ1k(s)
,

a(s) = − 1
k(s)

k01

µ1

k02

µ2

∂pc

∂s , v1 = sφu1.

Причем

s(x, y, 0) = s0(x), s(−1, y, 0) = s−(t),

s(1, y, 0) = s+(t), p(−1, t) = p−(t),

p(1, t) = p+(t).

(22)

Система (20) – (21) с начально-краевыми услови-
ями (22) будет называться задачей 2.

Рассмотрим в Ω и ΩT ряд функциональных
пространств, придерживаясь обозначений, приня-
тых в [16]. Пусть || · ||q,Ω – норма в пространстве
Лебега Lq(Ω), q ∈ [1,∞]. Положим для кратости
|| · ||q = || · ||q,Ω, || · || = || · ||2,Ω. Также использу-
ются пространства Гёльдера Cα(Ω), Ck+α(Ω), где
k – натуральное число, а α ∈ (0, 1], и простран-
ство Соболева W l

p(Ω), l – натуральное и p ∈ [1,∞]
с нормами:

||f ||Cα(Ω) ≡ |f |α,Ω = |f |0,Ω +Hα
x (f),

|f |0,Ω = max
x∈Ω

|f(x)|,

Hα
x (f) = sup

x1,x2∈Ω
|f(x1)− f(x2)||x1 − x2|−α,

||f ||Ck+α(Ω) ≡ |f |k+α,Ω =

k∑
m=0

||Dm
x f ||0,Ω+Hα(Dk

xf),

||f ||W l
p(Ω) =

l∑
m=0

||Dm
x f ||p,Ω.

Для функций, определенных на ΩT , нам по-
требуется пространство Lq,r(ΩT ) с нормой

|||| · ||q,Ω||r,G, G = (0, T ), q, r ∈ [1,∞],

пространство Lr(0, T ;W
l
p(Ω)) с нормой

|| · ||Lr(0,T ;W l
p(Ω)) = |||| · ||W l

p(Ω)||r,G,

а также Ck+α,m+β(ΩT ), где k,m – натуральные
и (α, β) ∈ (0, 1] с нормой

||f ||Ck+α,m+β(ΩT ) ≡ |f |k+α,m+β,ΩT
=

=

k∑
l=0

||Dl
xf ||0,ΩT

+

m∑
j=1

||Dj
t f ||0,ΩT

+

+Hα
x (D

k
xf) +Hβ

t (D
k
xf) +Hα

x (D
m
t f) +Hβ

t (D
m
t f),

где

Hα
x (f(x, t)) = sup

x1,x2∈Ω
|f(x1, t)− f(x2, t)||x1 − x2|−α

для всех t ∈ (0, T ),

Hβ
t (f(x, t)) = sup

t1,t2∈(0,T )

|f(x, t1)− f(x, t2)||t1 − t2|−β

для всех x ∈ Ω. В случае k = m и α = β исполь-
зуется обозначение Ck+α(ΩT ).

Определение 1. Классическим решением за-
дачи (13) – (14) называется совокупность функ-
ций φ и u3, φ ∈ C1+α(ΩT ), u3 ∈ C2+α,1+α(ΩT ), удо-
влетворяющих условиям (13) – (14) и начально-
краевым условиям (19) как непрерывные в Ω̄T

функции.
Определение 2. Ограниченные измеримые

функции s и p называются обобщенным решением
задачи 2, если:

1) 0 ≤ s(x, t) ≤ 1 почти всюду в ΩT ;
2) ∂p

∂x ∈ L2(ΩT ), a
∂s
∂x ∈ L2(ΩT ), где при 0 ≤ s ≤

1 функция a ∂s
∂x определяется формулой:

a
∂s

∂x
=

∣∣∣∣
dpc
ds

∣∣∣∣
∂u

∂x
,

∂u

∂x
∈ L2(ΩT ),

u(s) =

∫ s

0

1

k(ξ)

k01(ξ)

µ1

k02(ξ)

µ2
dξ;
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3) p удовлетворяет краевым, а s – начально-
краевым условиям в следующем смысле:
u[s0(x, t)] = u0;

4) для произвольный допустимых функций
λ(x, t) и ψ(x) таких, что

λ(x, t) ∈ W 1
2 (ΩT ), ψ(x) ∈ W 1

2 (Ω),

λ(−1, t) = ψ(−1) = λ(1, t) = ψ(1) = 0, t ∈ [0, T ],

почти всюду выполнены равенства:

L1 ≡ − (φs, λt)ΩT
+

(
�v1,

∂λ

∂x

)

ΩT

= − (φs, λ)Ω |T0 ,

L2 ≡ (�v,∇ψ)Ω = 0.

Здесь

s0(x, t) =




s−(t), x = −1,

s+(t), x = 1,

s0(x), t = 0,

p0(x, t) =

{
p−(t), x = −1,

p+(x), x = 1.

Основным результатом данной работы явля-
ются следующие две теоремы:

Теорема 1. Если u+
3 и u−

3 ∈ C1(0, T ) , φ0(y) ∈
C1(−1, 1) и 0 < φ0(y) < 1, y ∈ [−1; 1] , то решение
задачи 1 существует и выражается формулами:

φ ≡ φ0(y), u3 =
u+
3 − u−

3

I(1)
I(y) + u−

3 ,

I(y) =

∫ y

−1

dξ

1− φ0(ξ)
.

Теорема 2. При выполнении следующих усло-
вий:

∂pc

∂s < 0, |k01(s), k02(s)|C[0,1] ≤ M,

0 < M−1 ≤ [φ, k, u3, (K0)] ≤ M, если s ∈ [0, 1],

0 < (a, k01, k02), s ∈ (0, 1);

a|s=0,1 = k01(0) = k02(1) = 0,

(
‖∂s0

∂t ‖1,ΩT
; ‖∂s0

∂x ‖2,ΩT

)
≤ M,

(
‖p0‖2,∞,ΩT

; ‖∂p0

∂x ‖2,∞,ΩT

)
≤ M.

существует по крайней мере одно обобщенное ре-
шение задачи 2.

Разрешимость. Лемма 1. Пусть u3(y, t) –
непрерывная функция. Если φ(x, y, t) – решение
задачи

∂(1− φ)

∂t
+ u3

∂(1− φ)

∂x
= 0, φ|t=0 = φ0(y),

то φ ≡ φ0(y).
Доказательство. Непосредственной провер-

кой доказывается, что φ0(y) удовлетворяет урав-
нению (14) и начальному условию (19).

Доказательство теоремы 1. Решение ищет-
ся в виде последовательности решений следующе-
го семейства задач:

∂(1− φN )

∂t
+uN

3

∂(1− φN )

∂x
= 0,

∂

∂y

(
(1−φN−1)

∂uN
3

∂y

)

N ∈ N, φ|t=0 = φ0(y), u3(±1, t) = u±
3 (t).

В качестве φ0 берется φ0(y), тогда на первом ша-
ге u1

3(y, t) =
u+
3 (t)−u−

3 (t)
I(1) I(y) + u−

3 (t), а так как
∂u1

3

∂x = 0, то, по лемме 1, φ1 = φ0(y) = φ0(y).
Повторяя этот процесс, получаем последователь-
ности функций, сходимость которых легко про-
верить. Предельными будут функции φ = φ0(y)
и u3 = (u+

3 − u−
3 )I(y)/I(1) + u−

3 , которые удовле-
творяют (13) – (14) и начально-краевым условиям
(19).

Доказательство теоремы 2 разбивается на
следующие этапы: регуляризация задачи, доказа-
тельство физического принципа максимума для
насыщенности, построение галеркинских прибли-
жений, предельный переход по параметрам ре-
гуляризации на основе метода компенсированной
компактности. Доказательство следует работе [3]
с учетом появления дополнительного слагаемого
sφu3 в уравнении для насыщенности.

Все функции вида f(x, s) доопределяются сле-
дующим образом:

f∗(x, s) =




f(x, 0), s ≤ 0,
f(x, s), 0 < s < 1,

f(x, 1), s ≥ 1.

Кроме того, a(s) заменяется на ā(s) = a∗(s) + ε,
ε > 0, а v и b осредняются по s, v и заменяются
на vn, ∂b

∂s на c = (db
0

ds )∗, b
0 = bn, где h – радиус

осреднения.
После всех преобразований первое в (7) урав-

нение принимает вид:

(
K0ā(s)

∂s
∂x + F, ∂λ

∂x

)
Ωt

−
(
c(s)(u3 − vh)

∂s
∂x , λ

)
Ωt

−

− (φs, λt)Ωt
+

(
∂s
∂xφu3, λ

)
Ωt

= − (φs, λ)Ω |t0.
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Существование слабого решения двумерной задачи...

Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы
2 и s и p – обобщенное решение задачи 2. Тогда
почти всюду в Ωt 0 ≤ s(x, t) ≤ 1.

Доказательство. Введем срезающую функ-
цию s̄ = max{s(x, t) − 1, 0}. Тогда верны следу-
ющие свойства: ∂s̄

∂x ∈ L2(Ωt), s̄(−1, t) = s̄(1, t) =
s̄(x, 0) = 0, и почти всюду выполнено равенство:

(φs, s̄t)Ωt
= (φs, s̄)Ω|t0−

1

2
‖
√

φs̄(t)‖2Ω,2, F (s̄, x) = 0.

Так как s – допустимаяфункция, ее можно под-
ставить в (8). После этой подстановки и некото-
рых преобразований (8) примет следующий вид:

1
2‖

√
φs̄(t)‖2Ω,2 −

(
(c(s)(u3 − vh)− φu3)

∂s
∂x , s̄

)
Ωt

+

+
(
K0ā(s)

∂s
∂x ,

∂s̄
∂x

)
Ωt

= 0,

из которого следует неравенство:

y(t) = ‖
√
φs‖Ω ≤ C

∫ t

0

y(τ)dτ, y(0) = 0.

Отсюда следует, что s̄ = 0 или, что то же са-
мое, s ≤ 1 почти всюду.

Аналогично, вводя s = max(−s, 0), доказыва-
ется, что s ≡ 0 и 0 < s < 1 почти всюду.

После доказательства леммы 2 решение зада-
чи находится в виде галеркинских приближений.
Затем осуществляется предельных переход при h
и ε → 0. Предельные функции дают решение за-
дачи 2. Теорема доказана.

Заключение. В работе доказана теорема су-
ществования обобщенного решения одной зада-
чи фильтрации двух несмешивающихся несжима-
емых жидкостей в тонком пороупругом слое.
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