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Сбалансированность товарных рынков является 
крайне важной и актуальной задачей. Наблюдается ак-
тивное развитие исследований, направленных на реше-
ние этой задачи. Однако известные теоретические мо-
дели не всегда адекватно отражают стремление агентов 
к принятию таких индивидуальных решений и поиску 
таких компромиссов, чтобы обеспечить наибольшую 
прибыль и привести рынок к равновесию.

В статье рассматривается решение игры олиго-
полии Курно при неполной информации для случая 
линейного спроса и линейных издержек. В основу 
построения процесса принятия агентами решений по-
ложены подходы теории рефлексивных игр и теории 
коллективного поведения. При традиционных пред-
положениях о независимости агентов политика опти-
мальных ответов агентов на ожидаемые объемы вы-
пуска окружения может не приводить к равновесию, 
поэтому нами рассмотрены и предложены нетради-
ционные решения, допускающие возможность коопе-
рации агентов. Показано, что достаточно совместно 
отрегулировать процесс только на начальной стадии, 
чтобы он приходил к равновесию, если в дальней-
шем агенты будут самостоятельно корректировать 
собственный выпуск, рассчитывая на максималь-
ную ожидаемую прибыль. Приведены необходимые 
утверждения и их математические доказательства.

Ключевые слова: олигополия Курно, неполная инфор-
мированность, рефлексивное коллективное поведение, 
независимость агентов, кооперативные решения, рав-
новесие по Нэшу.

The balance of commodity markets is an extremely 
important and pressing challenge. There is an active 
development of research aimed at solving such problem. 
However, well-known theoretical models do not always 
adequately reflect the desire of agents to make such 
individual decisions and search for such compromises 
to ensure the greatest profit and bring the market 
to equilibrium.

The article considers the solution of the Cour-
not oligopoly game under incomplete information 
for the case of linear demand and linear costs. 
The approaches of the reflexive games theory and 
collective behavior theory are the basis for the construction 
of the decision-making process by agents. The policy 
of optimal responses of agents to the expected output 
volumes of the environment under traditional 
assumptions about the independence of agents may not 
lead to equilibrium. Therefore, the article considers and 
proposes non-traditional solutions that allow agents 
to cooperate. It is shown that it is enough to jointly regulate 
the process only at initial stage. After that, it should come 
to equilibrium if, in the future, agents independently adjust 
their own output, counting on the maximum expected 
profit. The necessary assertions and their mathematical 
proofs are given.

Key words: Cournot oligopoly, incomplete awareness, re-
flexive collective behavior, agent independence, coopera-
tive solutions, Nash equilibrium.
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Введение 
В игре олигополии выбор действия каждого аген-

та (фирмы) зависит от того, какие действия выберут 
другие агенты, относительно которых трудно одно-
значно сказать априори. Что вынуждает агентов реф-
лексировать, т.е. предсказывать поведение окружения 
и выбирать свои действия уже с учетом этого прогноза 
[1]. Определяющим эффектом рефлексии является до-
стижение равновесия (решения игры), определяемого 
как устойчивый по Нэшу [2] исход взаимодействия аген-
тов. Поэтому математические исследования, направлен-
ные на повышение адекватности таких прогнозов, явля-
ются актуальными для современных рынков.

В конкурентной среде агенты часто не заинтересо-
ваны раскрывать другим агентам свою информацию, 
являющуюся существенной для адекватного прогно-
за. В этих условиях растет понимание того, что рав-
новесие достигается не в результате однократного 
выбора рациональными агентами своих действий, 
а как исход итерационного процесса рефлексивно-
го принятия ими решений (см., например, [1, 3–7]). 
Рациональность поведения агента заключается в же-
лании максимизировать собственный выигрыш.

Наиболее распространенной для исследования ди-
намики принятия агентами рациональных решений 
является теория коллективного (группового) поведе-
ния (см., например, [8]). Подходы теории игр и теории 
коллективного поведения согласованы в том смысле, 
что статичное по Нэшу равновесие игры в нормаль-
ной форме, как правило, является равновесием дина-
мики коллективного поведения [1].

Однако при классических предположениях в мо-
делях коллективного поведения конкурентного рын-
ка о независимости и взаимной информированности 
агентов динамика может не приводить к равновесию, 

особенно в тех случаях, когда рациональные агенты 
выбирают оптимальные или близкие к ним ответы 
на действия конкурентов. Поэтому есть основания 
для рассмотрения моделей коллективного поведения 
с возможностью кооперации агентов.

Основной целью настоящей статьи является ре-
шение игры олигополии Курно [9] при неполной ин-
формации с использованием модели рефлексивно-
го коллективного поведения для случая линейного 
спроса и линейных издержек, поиск возможностей 
кооперации, обеспечивающей адекватность процес-
са рефлексии. В данном контексте под адекватностью 
понимается стремление агентов только так регулиро-
вать собственное действие, чтобы обеспечить наи-
большую прибыль.

Постановка задачи исследования 
Рассматривается конкурентный рынок, состоящий 

из n взаимосвязанных целенаправленных агентов 
(фирм), функционирующий в дискретном времени. 
Состояние рынка в момент времени t дается n-мерным 
вектором   1( ,..., ,..., )=t t t t

i nq q q q , t = 0, 1, 2, ... и текущее 
положение цели i-го агента { } –( )( 1,..., )∈ =t

i ix q i N n  за-
висит от состояний (действий) остальных агентов, где 

   – 1 –1 1( ,..., , , )+=t t t t t
i i i nq q q q q . Текущее положение цели 

агента — такое его действие, которое максимизиро-
вало бы его целевую функцию при условии, что в те-
кущий момент времени остальные агенты выбрали 
бы те же действия, что и в предыдущий (см., напри-
мер, [1, 10]).

Будем предполагать, что при переходе от преды-
дущего момента времени t к последующему (t + 1) 
смена состояния рынка представляется в виде пре-
образования

                                                         1 1
–( ( )– ), , 0, 1, 2, ...γ+ += + ∈ =t t t t t

i t i i i tq q x q q i N t .                                                     (1)

Здесь [ ] 1 0; 1γ + ∈t
i  — параметры, выбираемые аген-

тами. 
Модель (1) является наиболее распространенной мо-

делью динамики коллективного поведения, суть ее со-
стоит в следующем. В каждый текущий (t + 1)-й момент 
времени каждый из агентов наблюдает действия qt всех 
агентов, которые они выбрали в предыдущий момент 
времени t, и выбором величины шага 1γ +ti  изменяет свое 
состояние в момент времени t в направлении текущего 
положения цели, следуя итерационной процедуре (1).

На сегодняшний день имеется немало приклад-
ных моделей, иллюстрирующих эффекты коллек-
тивного поведения по (1) (см, например, [1, 6, 8, 
10, 11]).

В качестве прикладной модели рефлексивного кол-
лективного поведения рассмотрим классическую мо-
дель олигополии, состоящую из n агентов, конкури-
рующих объемами выпуска однородной продукции, 
с целевыми функциями

                                                         ( ( ), ) ( ), – ( ) max,Π ϕ= → ∈
i

i i i i i q
p Q q p Q q q i N ,                                                         (2)

линейными функциями затрат ( )ϕ = +i i i i iq c q d  и ли-
нейной обратной функции спроса вида p(Q) = a — bQ.

Здесь qi — выпуск (действие) i-го агента, 

∈
=∑ ii N

Q q  — суммарный объем выпуска, ci, di — 

предельные и постоянные издержки агентов, p(Q) — 
единая рыночная цена, a, b — параметры спроса. 
Полагается, что весь выпуск реализуется, ограниче-
ния мощности отсутствуют.
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Определим для данной прикладной модели расчет-
ные формулы для положения цели i-го агента в текущий 
(t + 1)-й момент времени —    –( )( 0, 1, 2, ...)=t

i ix q t .
Введем следующие обозначения:

                                   
–

= i
i

a c
h

b
,                                 (3)

                                – ≠
=∑t t

i jj i
Q q .                             (4)

В условиях конкуренции каждому агент у 
при определении своей рыночной стратегии необ-
ходимо принимать в расчет поведение конкурен-
тов. В нашем случае каждый агент реагирует на дей-
ствия конкурентов по Курно [9], т.е. устанавливает 
объем выпуска, полагая, что другие агенты оставят 
свои объемы выпуска неизменными. Тогда текущее 
положение цели агента или его оптимальный ответ 
на действия окружения задается выражением 
(см., например, [4, 5])

               –
–

–
( ) ( ; 0, 1, 2, ...)

2
= ∈ =

t
t i i

i i

h Q
x q i N t .        (5)

Напомним также, что в данной рефлексивной мо-
дели олигополии выбор действий всеми агентами 
осуществляется синхронно (одновременно). Агенты 
не знают, что другие агенты действуют так же. Все 
агенты точно знают собственные затраты и целевую 
функцию, собственную функцию реакции, включа-
ющую параметры спроса a и b, ранее произведенный 
выпуск другими агентами, но не располагают досто-
верной априорной информацией относительно ожи-
даемых объемов их выпуска, множеств допустимых 
действий, функций затрат и целевых функций кон-
курентов. 

Традиционно в рефлексивных моделях коллектив-
ного поведения используются предположения о неза-
висимости и взаимной информированности агентов:

— агенты в каждый момент времени принимают 
решения одновременно и независимо, т.е. при отсут-
ствии (явных) соглашений об объемах выпуска (ко-
алиций); 

— каждый агент в каждый момент времени (t + 1) 
знает действия всех агентов, выбранные ими в пре-
дыдущий момент времени t;

— каждый рефлексирующий по Курно агент 
не знает действий других агентов, синхронных свое-
му действию, но может пытаться предсказывать, счи-
тая, что они будут такими же, что и в предыдущий 
момент времени.

В рамках этих предположений динамика (1) мо-
жет не приводить к равновесию, особенно в тех слу-

чаях, когда агенты выбирают оптимальные или близ-
кие к оптимальным ответы на действия конкурентов. 
В  ч а с т н о с т и  ( с м ,  н а п р и м е р ,  [ 4 ,  5 ] ) , 
при      1 1 ( 0, 1, 2, ...)γ + = ∀ ∈ =t

i i N t  (т.е. когда агенты 
всегда выбирают свой наилучший отклик на предпо-
лагаемые текущие действия конкурентов) процесс (1) 
для n > 2 расходится.

Основной задачей настоящей статьи являет-
ся формирование на основе модели (1) процесса 
рефлексивного поведения, сходящегося к равнове-
сию Нэша в игре олигополии (2) в условиях непол-
ной асимметричной информированности агентов 
и неточности предсказаний ими действий конку-
рентов. Особенностью подхода к ее решению явля-
ется то, что динамический процесс принятия реше-
ний осуществляется путем оптимальных ответов 
агентов на ожидаемые объемы выпуска окружения. 
Поскольку при традиционных предположениях о не-
зависимости агентов такая политика зачастую не по-
зволяет получить сходящиеся процессы, в статье рас-
смотрены и предложены нетрадиционные решения, 
допускающие возможность кооперации агентов. 

Основные результаты исследования 
П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  р а в н о в е с и е 

   ( ) ( ) ( ) ( )
1( , ..., ,..., )=c c c c

i nq q q q  на рынке олигополии суще-
ствует, единственно и ( ) 0,= ∀ ∈c

iq i N . В дальнейшем 
речь идет о сходимости к этой точке. 

Условия сходимости процессов коллективного по-
ведения (1) к положению равновесия относятся к на-
чальным приближениям   0 0 0

1( , ..., )= nq q q  параметрам 
1γ +ti  и общему числу агентов на рынке. Полагаем, 

что q0 > 0.
Под сходимостью к равновесию понимаем сходи-

мость по евклидовой норме. Под равновесием пони-
мается равновесие Нэша.

Введем функции-индикаторы [10] –( )–α =t t t
i i i ix q q , 

характеризующие отклонения текущих выпусков 
от текущих оптимумов агентов. Известно (см., напри-
ме р ,  [ 4 ,  5 ] ) ,  ч т о   ( ) ( ) ,= + ∈c c

i ih Q q i N  ( з д е с ь 
( ) ( )

∈
=∑c c

ii N
Q q ). Эту формулу можно также получить 

из предельных выражений при →∞t  для (5). 
Тогда имеем

            ( )  ( ) ( )1 – – ,
2

α = + ∈t c c t t
i i tQ q Q q i N .               (6)

Функции-индикаторы αt
i  можно рассматривать 

в качестве оценки «удаленности» агентов от положе-
ния равновесия [4, 5].

С учетом введенных обозначений (3)–(6) перепи-
шем (1) в виде 

              1 1 1, , (0; 1]γ α γ+ + += + ∈ ∈t t t t t
i i i i iq q i N .           (7)
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Справедливо равенство
 

                                               
1

1 11 1– – – ,
1 1 2

γ
α α α α α

+
+ +

∈ ∈
= ∈

+ +∑ ∑
t

t t t t ti
i j i j ij N j N

i N
n n

.                                          (8)

Приведем вывод (8). Из (6) суммированием αt
i  

по индексу ∈i N  и получаем
 

               ( )( )1 –
2

α
∈

+
=∑ t c t

jj N

n Q Q .                      (9)

Тогда ( )( )1 1 –
1 2

α α
∈

= +
+ ∑

t t c t
i j i ij N

q q
n

 и 1 11 1 1 1– –
1 2 1 2

α α α α+ +

∈ ∈
+ = +

+ +∑ ∑t t t t t t
i j i i j ij N j N

q q
n n

. 

С учетом (7) получаем (8).
В последующем потребуется лемма.

Лемма 
Пусть последовательность { }γ t

i  не стремится к нулю 
при →∞t . Тогда процесс (7) сходится к равновесию 
только в том случае, если сходится последователь-
ность { }α∈∑ t

jj N
.

Доказательство 
Пусть { }α∈∑ t

jj N
 сходится при →∞t . Тогда по (8) 

и м е е м  ( )
1

1 11– 1– –
2 1
γ

α α α α
+

+ +

∈

  =   + 
∑

t
t t t ti
i i j jj Nn

. 

Правая часть этого равенства стремится к нулю, по-
этому 0α →t

i . На основании (7) последовательность 
{ }tiq  сходится, а из определения (6) для величин αt

i  сле-
дует, что ( )→t c

i iq q . Пусть теперь процесс сходится 
к равновесию. Тогда  0α → ∀ ∈t

i i N  и { } 0α
∈

→∑ t
ii N

 
Лемма доказана.

Следствие 
Из доказательства леммы также следует, 

что α
∈∑ t

ii N
 может сходиться только к нулю. 

Примечание 
Справедливость леммы показана для предельного 

перехода. Однако для конечного момента времени t 

аналогия с доказанной леммой может быть неумест-
ной. Покажем это. Пусть в некоторый момент време-
ни t оказалось, что 0α

∈
=∑ t

ii N
. По (9) следует, что 

Qt = Q(c), но не следует, что 0α =t
i , т.е ( )→ ∀ ∈t c

i iq q i N . 
Другими словами, не следует, что сами агенты нахо-
дятся в положении равновесия.

В следующем утверждении устанавливается факт 
сходимости динамики (1) в том случае, когда, начи-
ная со второй итерации, агенты делают «полные» 
шаги, т.е. делают свой оптимальный выбор. На пер-
вой итерации величина шага 1γi  каждого агента под-
лежит согласованию между агентами. 

Утверждение 
На рынке Курно с произвольным числом агентов 

п р о ц е с с  ( 1 )  п р и д е т  в  р а в н о в е с и е  Н э ш а 

при 1 2 ( )
1

γ = ∀ ∈
+i i N

n
 и    1 1 ( , 1,2, ...)γ + = ∀ ∈ =t

i i N t  

для любых начальных условий { } 0 . ∈iq i N .

Доказательство 
Из выражения (8) получаем:

                                        
1

1 1 0 0
0

1 1 1– – –
1 1 2

τ
τ

τ
α α α α γ α

+
+ +

∈ ∈ =
=

+ +∑ ∑ ∑ tt t
i j i j ij N j N in n

                                          (10)

После суммирования по индексу i из последнего выражения получаем:

                                                 
1

1 0
0

1 1 1–
1 1 2

τ
τ

τ
α α γ α

+
+

∈ ∈ =

 =   + +∑ ∑ ∑ tt
j j ij N j N in n

                                               (11)

Если на первой итерации все агенты выберут шаги, 

равные 1 2
1

γ =
+i n

, то по (11) имеем, что 1 0α =∑ jj
.

Если далее на второй итерации агенты выберут 
полные шаги  2 1 ( )γ = ∀ ∈i i N ,  то из (8) имеем 

2
2 2 1 11 1– 1–

1 2 2
γ

α α α α
∈

  = =  +  
∑ i

i j i ij Nn
. Из суммирова-
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ния последних равенств по индексу i следует, 

что 2 0α =∑ jj
 поэтому 2 11

2
α α==i i .

Аналогично показывается, что на третьей итера-

ции 3 21
2

α α==i i  и т.д. На t-й итерации имеем 

1
–1

1
2

α α=t
i it .  Следовательно, 0α →t

i  и ( )→t c
i iq q  

при →∞t .
Утверждение доказано.

Следствия 
1. Если для начальных условий { } 0 . ∈iq i N  имеет 

место Q0 = Q(c), то при    1 1 ( , 0,1,2, ...)γ + = ∀ ∈ =t
i i N t  

процесс (1) придет в равновесие. 2. Если для началь-

ных условий { } 0 . ∈iq i N  имеет место Q0 = Q(c) и аген-
ты знают, что начальный суммарный выпуск являет-
ся равновесным, а также знают формулу  ( ) ( )–=c c

i iq h Q , 
то агенты могут определить свои равновесные вы-
пуски, обходясь без итераций. 3. Если агенты знают 
формулу (9) и формулу  ( ) ( )–=c c

i iq h Q , то уже после 
первой итерации процесса агенты могут определить 
свои равновесные выпуски. Последующих итераций 
не потребуется. 

Пример.  Пусть на рынке n = 4 и h = (128, 126, 102, 
114), q0 = (12, 20, 36, 28). На первой итерации по дого-
воренности между агентами устанавливаются пара-

метры 1 2 2
1 5

γ = =
+i n

. По (6) имеем α0 = (10, 5, -15, -5) 

и по (7) q1 = (16, 22, 30, 26).
Используя (6) для 1α +ti  и αt

i , а также (7), имеем:

                                 ( )
1 1

1 1 11 11– – 1– – –
2 2 2 2
γ γ

α α γ α α
+ +

+ + +

∈ ∈

      = =         
∑ ∑

t t
t t t t t t ti i
i i j j i j jj N j N

q q                                   (12)

По (12) следует, что α1 = (9, 5, -11, -3).
При  2 1 ( )γ = ∀ ∈i i N  по (7) имеем q2 = (25, 27, 19, 23), 

а по (12)    2 9 5 11 3, , – , –
2 2 2 2

α
 =   

.

При  3 1 ( )γ = ∀ ∈i i N  имеем q3 = (29,5; 29,5; 13,5; 

21,5) и    3
2 2 2 2

9 5 11 3, , – , –
2 2 2 2

α
 =   

.

При  4 1 ( )γ = ∀ ∈i i N  имеем q4 = (31,75; 30,75; 10,75; 

20,75) и    4
3 3 3 3

9 5 11 3, , – , –
2 2 2 2

α
 =   

.

Процесс сходится к равновесию q(c) = (34, 32, 8, 20).

Заключение
В последнее время все больше внимания исследо-

вателей привлекают проблемы поиска наилучших ре-
шений в условиях конкуренции и неполного знания. 
Общепринятым математическим аппаратом иссле-

дования таких проблем является теория игр. Вместе 
с тем нередко теоретические модели рефлексивно-
го поведения агентов не всегда адекватно отражают 
стремление агентов только так индивидуально ре-
гулировать собственное действие и поиск возмож-
ностей компромиссов, чтобы обеспечить наиболь-
шую прибыль. 

В статье предпринята попытка ввести элемен-
ты кооперации в процесс коллективного поведения 
для модели олигополии Курно для случая линейных 
издержек агентов и линейного спроса. Показано, 
что достаточно совместно отрегулировать про-
цесс только на начальной стадии, чтобы он прихо-
дил к равновесию, если в дальнейшем агенты бу-
дут самостоятельно корректировать собственный 
выпуск, рассчитывая на максимальную ожидае-
мую прибыль.

Полученные результаты могут иметь практическое 
значение для понимания и регулирования группово-
го поведения на современных конкурентных рынках.
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