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Одним из активно развивающихся направлений 
современных вычислительных задач является ана-
лиз данных. Изучаемые данные обладают различ-
ной структурой, что вызывает определенные трудно-
сти в процессе их сглаживания и анализа. Это влечет 
за собой потребность поиска новых универсальных 
алгоритмов обработки данных, создания компью-
терных программ, обеспечивающих анализ данных 
различной природы. На сегодняшний день широко 
применяемым методом обработки данных являет-
ся регрессионное моделирование. Оно применяет-
ся в задачах распознавания образов, классификации, 
снижения размерности и многих других. Очень важ-
ным требованием к качеству таких моделей являет-
ся отсутствие в данных резко выделяющихся наблю-
дений (выбросов).

В представленной статье рассматривается ме-
тод исследования выборки на предмет выбросов. 
Полученный алгоритм может быть применен к ре-
грессионным моделям, оцениваемым наиболее рас-
пространенными методами (метод наименьших ква-
дратов, метод наименьших модулей). Математической 
основой данной процедуры является преобразование 
Лежандра, что обеспечивает при компьютерной ре-
ализации вычислительную точность. Адекватность 
полученного алгоритма была исследована на ряде те-
стовых выборок. Все испытания дали положительный 
результат с точки зрения определения выбросов. Был 
создан комплекс программ в системе MatLab, который 
позволяет строить различные регрессионные модели, 
а также оценивать исходную выборку на предмет рез-
ко выделяющихся наблюдений.

Ключевые слова: линейная регрессия, метод наимень-
ших квадратов, метод наименьших модулей, статисти-
ческие выбросы.

One of the actively developing areas of modern 
computational problems is data analysis. The studied 
data have a different structure, which causes certain 
difficulties in the process of smoothing and analysis. This 
fact entails the need to search for new universal algorithms 
for data processing and create computer programs that 
analyze data of various nature. Today, a widely used 
method of data processing is regression modeling. 
It is used in problems of pattern recognition, classification, 
dimensionality reduction, and many others. The literature 
describes various methods of constructing regression 
models, the basis of which is the optimization of a certain 
indicator — the quality functional. A very important 
requirement for the quality of such models is the absence 
of outliers (outliers) in the data.

This article discusses a method for examining 
a sample for outliers. The obtained algorithm can 
be applied to regression models estimated by the most 
common methods (least squares method, least modulus 
method). The mathematical basis of this procedure 
is the Legendre transformation, which provides 
computational accuracy in computer implementation. 
The adequacy of the obtained algorithm was investigated 
on a number of test samples. All tests were positive 
in terms of emissions. The MatLab system is used 
to develop a set of programs, which allows the building 
of various regression models and evaluation of the original 
sample for sharply distinguished observations.

Key words: linear regression, least squares, least modulus, 
statistical outliers.
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Введение, постановка задачи. Регресси-
онное моделирование является одним из самых
распространенных и часто используемых методов
обработки и анализа информации. Постановка за-
дачи линейной регрессии является стандартной
и широко известной.

Пусть Rk+1 – k+1-мерное евклидово простран-
ство и Ω ⊂ Rk+1 конечное подмножество точек:

Ω =
{
Ai

(
yi, x

1
i , . . . , x

k
i

)
: i = 1, . . . , N

}
,

которое можно рассматривать как результат N
экспериментов.

Задача линейной регрессии заключается в со-
ставлении уравнения

yi = a0 + a1 · x1
i + . . .+ ak · xk

i + εi, (1)

наилучшим образом аппроксимирующего множе-
ство Ω, где εi — ошибка аппроксимации [1].

Различия в подходе к решению этой задачи на-
чинают проявляться при выборе показателя ка-
чества. Так, например, если в функционале каче-
ства выбрана чебышевская метрика, то задача о
нахождении параметров модели может быть за-
писана в следующем виде:

α (Ω) = 2 ·min
ap


 max

i=1,...,N
|yi −

k∑
j=1

ajx
j
i − a0|


 .

Также в исследованиях широкое применение
получили:
• метод наименьших модулей [2, 3];
• метод наименьших квадратов [4, 5].

Задача о выбросах [6, 7] может быть сфор-
мулирована как задача об исключении из экспе-
риментального множества данных Ω небольшого
(обычно 5 % от исходного объема выборки) чис-
ла наблюдений таким образом, чтобы оставшиеся
данные Ω0 имели наименьшую величину разброса
α(Ω0), т.е.

α(Ω0) = min {α(Ω′) : Ω′ ⊂ Ω, # [Ω′] = N0} , (2)

где # [Ω′] — число элементов в множестве Ω′; N0 <
N ; N −N0 = m0 — число выбросов.

В работе [8] подробно описана процедура вы-
явления выбросов в модели, основанной на чебы-
шевской норме. При этом для пары натуральных
чисел 1 ≤ r, s ≤ n определим две функции:

MAX
r

[{ci}ni=1] = cir+1 , MIN
s

[{ci}ni=1] = cin−s ,

где {cik}
n
k=1 — перестановка последовательности

{ci}ni=1 в порядке убывания:

ci1 ≥ ci2 ≥ . . . ≥ cik ≥ . . . ≥ cin .

Таким образом:

MAX
0

[{ci}ni=1] = max [{ci}ni=1]

MIN
0

[{ci}ni=1] = min [{ci}ni=1] .

Имеющиеся в литературе методы оценки вы-
бросов (см., например, [9,10]) привязаны к методу
оценки модели. Поставим задачу обобщения это-
го алгоритма для использования в регрессионных
моделях, оцениваемых другими методами.

Обобщение алгоритма для метода наи-
меньших квадратов. Основой для построения
регрессионной модели методом наименьших квад-
ратов является минимизация величины

α (Ω) =
N∑
i=1


yi −

k∑
j=1

ajx
j
i − a0




2

.

Поэтому точками, подозрительными на выбросы,
можно считать те, которые максимально увеличи-
вают этот функционал.

При заданных значениях параметров располо-
жим величины квадратов отклонений по убыва-
нию. Наибольший вклад в увеличение функцио-
нала будут вносить первые m0 значений последо-
вательности.

Для построения этой последовательности
определим функции преобразования Лежандра.
Данные функции будут иметь вид

f+
r (ap) = MAX

r





a0 +

k∑
j=1

ajx
j
i − yi




2



,

f−
s (ap) = MIN

s





a0 +

k∑
j=1

ajx
j
i − yi




2



,

где i = 1, . . . , N .
Данные функции указывают (r + 1)-й мак-

симальный и (s + 1)-й минимальный квадраты
остатков в уравнении регрессии с параметрами ap.
Соответственно, лучшим уравнением регрессии
можно признать то уравнение, в котором сумма
квадратов остатков наименьшая. Варьируя значе-
ния параметров, можно определить минимальную
величину этой суммы.

Теорема 1. Справедливо равенство:

α(Ω0) = min
as

∑
0≤r≤m0−1

f−
r (ap) (3)

Доказательство. Рассмотрим правую часть
равенства, и пусть минимум достигается при ap =
a∗p (p = 0, . . . , k). Перенумеруем последователь-
ность квадратов остатков в порядке убывания

a0 +

k∑
j=1

ajx
j
1 − y1




2

≥ · · · ≥


a0 +

k∑
j=1

ajx
j
N − yN




2

.

И так как последовательность упорядочена и со-
стоит из неотрицательных чисел, то и сумма чле-
нов последовательности с номерами t,
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где N − m0 < t ≤ N , будет минимальна. Это со-
ответствует минимуму функционала α(Ω′).

Алгоритм описанной выше процедуры оценки
выбросов имеет следующую структуру:

Шаг 1. Выбираются некоторые значения пара-
метров модели ap (p = 0, . . . , k).

Шаг 2. Для всех наблюдений выборки Ω вы-
числяются и упорядочиваются квадраты остат-
ков.

Шаг 3. Вычисляют суммы первых m0 квадра-
тов остатков. Запоминается величина параметров,
соответствующих этому значению.

Шаг 4. Шаги 1–3 повторяются для всевозмож-
ных параметров модели.

Шаг 5. Определяются номера наблюдений, для
которых сумма квадратов остатков принимает
наименьшее значение.

Данный алгоритм был запрограммирован
в среде MatLab. Для проверки адекватности бы-
ло проведено тестирование данной программы на
ряде модельных примеров: выборки подвергались
«искусственному» засорению. На рисунке 1 пред-
ставлено изменение функционала качества при
исключении из выборки одного наблюдения.

Рис. 1. Диаграмма изменения величины функционала
α (Ω)

Из диаграммы видно, что на первых этапах
происходит весомое изменение значения функцио-
нала качества (два первых наблюдения). Последу-
ющие изменения становятся более равномерными.
Это свидетельствует о возможности исключения
из выборки трех наблюдений. Заметим, что эти
наблюдения и были включены в исходную выбор-
ку в качестве выбросов.

Обобщение алгоритма для метода наи-
меньших модулей. При оценке параметров ли-
нейной регрессионной модели методом наимень-
ших модулей видно:

α (Ω) =

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
yi −

k∑
j=1

ajx
j
i − a0

∣∣∣∣∣∣
.

При решении проблемы поиска выбросов мож-
но воспользоваться аналогичным преобразовани-
ем. В этом случае функции преобразования Ле-
жандра будут определятся как

f+
r (ap) = MAX

r





∣∣∣∣∣∣
a0 +

k∑
j=1

ajx
j
i − yi

∣∣∣∣∣∣



 ,

f−
s (ap) = MIN

s





∣∣∣∣∣∣
a0 +

k∑
j=1

ajx
j
i − yi

∣∣∣∣∣∣



 ,

где i = 1, . . . , N .
Сформулируем теорему:
Теорема 2. Справедливо равенство:

α(Ω0) = min
ap

∑
0≤r≤m0−1

f−
r (ap) .

Доказательство аналогично доказательству
теоремы 1.

Заметим, что алгоритм процедуры полностью
соответствует алгоритму для метода наименьших
квадратов. Изменения касаются только использу-
емого функционала качества.

Проведенные тестирования на модельных вы-
борках показали, что данный метод верно опре-
деляет 3–4 выброса при объеме выборки 60–100
наблюдений. Из рисунка 2 можно сделать вывод
о наличии в выборке одного выброса.

Рис. 2. Диаграмма изменения величины функционала
в методе наименьших модулей

Заключение и выводы. Разработанный ал-
горитм поиска выбросов отличает универсаль-
ность подхода к регрессионным моделям, оцени-
ваемым различными методами. Стоит заметить,
что первичным приближением параметров при
реализации алгоритма могут выступать оценки,
полученные выбранным исследователем методом.
В окрестности этой точки накладывается некото-
рая сетка и определяется следующий набор пара-
метров, минимизирующих функцию. В окрестно-
сти полученной точки накладывается более мел-
кая сетка и т.д. Время процедуры заметно сокра-
щается, если есть априорная информация о зна-
чении параметра.
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