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Метрические связности с векторным кручением, 
или полусимметрические связности впервые откры-
ты Э. Картаном и являются естественным обобщени-
ем связности Леви-Чивиты. Свойства таких связно-
стей и основные тензорные поля исследовались 
И. Агриколой, К. Яно и другими математиками.

Солитоны Риччи представляют собой решение по-
тока Риччи и являются естественным обобщением ме-
трик Эйнштейна. В общем случае они исследовались 
многими математиками, что нашло отражение в об-
зорах Х.–Д. Цао, Р.М. Аройо — Р. Лафуэнте. Наиболее 
изучен данный вопрос в случае тривиальных солито-
нов Риччи, или метрик Эйнштейна, а также в одно-
родном римановом случае.

В настоящей работе исследованы полусимметриче-
ские связности на трехмерных группах Ли с метрикой 
инвариантного солитона Риччи. Получена классифи-
кация данных связностей на трехмерных неунимоду-
лярных группах Ли с левоинвариантной римановой 
метрикой солитона Риччи. Доказано, что в этом случае 
существуют нетривиальные инвариантные полусимме-
трические связности. Кроме того, показано, что суще-
ствуют нетривиальные инвариантные солитоны Риччи. 

Ключевые слова: полусимметрические связности, ин-
вариантные солитоны Риччи, группы Ли, левоинвари-
антные римановы метрики.

Metric connections with vector torsion, or semi-
symmetric connections, were first discovered by E. Cartan. 
They are a natural generalization of the Levi-Civita 
connection. The properties of such connections and 
the basic tensor fields were investigated by I. Agrikola, 
K. Yano, and other mathematicians.

Ricci solitons are the solution to the Ricci flow and a 
natural generalization of Einstein's metrics. In the general 
case, they were investigated by many mathematicians, 
which was reflected in the reviews by H.-D. Cao, 
R.M. Aroyo — R. Lafuente. This question is best studied 
in the case of trivial Ricci solitons, or Einstein metrics, 
as well as the homogeneous Riemannian case.

This paper investigates semisymmetric connections 
on three-dimensional Lie groups with the metric 
of an invariant Ricci soliton. A classification of these 
connections on three-dimensional non-unimodular 
Lie groups with the left-invariant Riemannian metric 
of the Ricci soliton is obtained. It is proved that there are 
nontrivial invariant semisymmetric connections in this 
case. In addition, it is shown that there are nontrivial 
invariant Ricci solitons.

Key words: semisymmetric connections, invariant Ricci 
solitons, Lie groups, left–invariant Riemannian metrics.
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Metric connections with vectorial torsion, or
semi-symmetric connections, were investigated
by E. Cartan. This type of connection is a nat-
ural generalization of the Levi-Civita connection.
The properties of such connections and the basic
tensor fields were investigated by I. Agricola,
K. Yano and other mathematicians. Ricci
solitons are the solution to the Ricci flow and
are a natural generalization of Einstein metrics.
In the general case, they were investigated
by many mathematicians. That fact was reflected
in the reviews by H.-D. Cao, R.M. Arroyo –
R. Lafuente. This question is best studied in the
case of trivial Ricci solitons, or Einstein metrics, as
well as in the homogeneous Riemannian case. In this
paper, we investigate semi-symmetric connections
on three-dimensional Lie groups with the metric
of an invariant Ricci soliton. A classification of these
connections on three-dimensional non-unimodular
Lie groups with left-invariant Riemannian metric
of the Ricci soliton is obtained. It is proved that
in this case there are nontrivial invariant semi-
simetric connections. In addition, it is shown that
there are nontrivial invariant Ricci solitons.

Key words: semisymmetric connections, invariant
Ricci solitons, Lie groups, left–invariant Riemannian
metrics.

Введение. Одним из актуальных направле-
ний в исследовании многообразий является изу-
чение многообразий с полусимметрической метри-
ческой связностью. Данные связности были впер-
вые открыты Э. Картаном и являются естествен-
ным обобщением связности Леви-Чивиты. Свой-

ства таких связностей и основные тензорные по-
ля исследовались И. Агриколой, К. Яно и дру-
гими математиками [1–12]. Целью данной рабо-
ты является изучение полусимметрических связ-
ностей на трехмерных группах Ли с метрикой ин-
вариантного солитона Риччи. В результате будет
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дана классификация данных связностей на трех-
мерных неунимодулярных группах Ли с левоин-
вариантной римановой метрикой солитона Риччи,
а также показано, что в этом случае существу-
ют нетривиальные инвариантные полусимметри-
ческие связности. Ранее авторами проводились
аналогичные исследования в классе эйнштейно-
вых метрик [13, 14].

Более подробно. Пусть (M, g) — (псев-
до)риманово многообразие. Определим на данном
многообразии метрическую связность ∇ с помо-
щью формулы

∇XY = ∇g
XY + g(X,Y )V − g(V, Y )X, (1)

где V — некоторое фиксированное векторное по-
ле, X и Y — произвольные векторные поля,
∇g — связность Леви-Чивиты. Связность ∇ яв-
ляется одной из трех основных связностей, опи-
санных Э. Картаном в работе [1], и называется
метрической связностью с векторным кручени-
ем, или полусимметрической связностью (с точ-
ностью до направления).

Класс метрических связностей, определяе-
мых данным образом, содержит связность Леви-
Чивиты и играет важную роль в исследованиях
по римановой геометрии (см. [1–10]).

Тензор кривизны и тензор Риччи связ-
ности ∇ определяются соответственно равен-
ствами R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ − ∇X∇Y Z +
∇[X,Y ]Z, r(X,Y ) = tr(Z → R(X,Z)Y ).

Отметим, что, в отличие от случая связно-
сти Леви-Чивиты, в данном случае тензор Рич-
чи не обязан быть симметричным. Однако верна
следующая теорема

Теорема 1 [9, 10]. Пусть (M, g) — (псев-
до)риманово многообразие с полусимметрической
связностью. Тензор Риччи является симметрич-
ным тогда и только тогда, когда 1-форма π, опре-
деляемая равенством π(X) = g(X,V ) для любого
векторного поля X на M , замкнута, т.е. dπ = 0.

Определение 1. Метрика g полного риманова
многообразия (M, g) называется солитоном Рич-
чи, если она удовлетворяет уравнению

r = Λg + LP g, (2)

где r — тензор Риччи метрики g, LP g — про-
изводная Ли метрики g по направлению полно-
го дифференцируемого векторного поля P , кон-
станта Λ ∈ R. Если M = G/H — однородное
пространство, то однородная риманова метрика,
удовлетворяющая (2), называется однородным со-
литоном Риччи, а если M = G — группа Ли и по-
ле P левоинвариантно, инвариантным солитоном
Риччи.

Если M = G/H —- однородное пространство,
то однородная риманова метрика, удовлетворяю-
щая (2), называется однородным солитоном Рич-
чи, а если M = G и поле P левоинвариантно —

инвариантным солитоном Риччи. Более того, ин-
вариантный солитон Риччи называется тривиаль-
ным, если LP g(Y, Z) = τ · g(Y, Z) для некоторого
τ ∈ R, и любых Y, Z ∈ g, где g — алгебра Ли груп-
пы Ли G.

Замечание 1. Векторное поле V неявно вхо-
дит в уравнение (2), а в случае V = 0 мы полу-
чаем классическое определение солитона Риччи.
Заметим также, что производная Ли имеет вид:
LP g(X,Y ) = Pg(X,Y )+g([X,P ], Y )+g(X, [Y, P ]).
Более того, если солитон Риччи инвариантен, то
LP g(X,Y ) = g([X,P ], Y ) + g(X, [Y, P ]) для произ-
вольных инвариантных полей X и Y .

Отметим, что в случае связности Леви-Чивиты
инвариантные солитоны Риччи исследовались
в работах [11–12], где была доказана

Теорема 2 [11]. Для любой конечномерной
унимодулярной группы Ли с левоинваринтной ри-
мановой метрикой и связностью Леви-Чивиты все
инвариантные солитоны Риччи тривиальны.

Замечание 2. В неунимодулярном случае
аналогичный результат до размерности четыре
включительно получен П.Н. Клепиковым и Д.Н.
Оскорбиным [12].

Определение 2. Полусимметрическая связ-
ность на римановом многообразии (M, g) называ-
ется тривиальной, если векторное поле V , опреде-
ляющее эту связность, равно нулю.

Основным результатом работы является
Теорема 3. Пусть (G, g,∇) — трехмерная

неунимодулярная группа Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой g и полусимметриче-
ской связностью ∇, отличной от связности Леви-
Чивиты. Тогда среди таких групп Ли существуют
группы и полусимметрические связности на них,
допускающие нетривиальные инвариантные соли-
тоны Риччи.

Основные конструкции. Пусть далее M =
G — группа Ли с левоинвариантной римановой
метрикой, g — ее алгебра Ли. Фиксируем базис
e1, . . . , en левоинваринтных векторных полей в g
и положим

[ei, ej ] = ckijek, g(ei, ej) = gij , cijs = ckijgks,

где ckij — структурные константы алгебры Ли,
gij — компоненты метрического тензора.

Зафиксируем некоторое инвариантное вектор-
ное поле V , с помощью которого определим на G
метрическую связность ∇ с векторным кручени-
ем.

Тогда компоненты связности ∇ определяются
формулами Γk

ij = (Γg)
k
ij + gijV

k − gsjV
sδki , где

(Γg)
s
ij =

1
2g

ks(cijk−cjki+ckij) — компоненты связ-
ности Леви-Чивиты ∇g, ‖gks‖ — матрица обрат-
ная к ‖gks‖, δki — символ Кронекера.

Аналогично общему случаю определим тензор
кривизны R и тензор Риччи r. В базисе e1, . . . , en

2
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их компоненты соответственно есть Rijks =(
Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk

)
gps, rik = Rijksg

js.

Пусть P — левоинвариантное векторное поле.
Тогда (2) можно переписать в терминах структур-
ных констант алгебры Ли

rij = Λgij − P k(cskigsj + cskjgsi), (3)

где rij — компоненты тензора Риччи, Λ ∈ R, gij —
компоненты метрического тензора, P k— коорди-
наты левоинвариантного векторного поля, ckij —
структурные константы алгебры Ли g.

Пусть (G, g, V ) задана метрической группой
Ли G с алгеброй Ли g и векторным полем V ,
определяющим связность. Справедливо следую-
щее утверждение.

Лемма 1. Если метрическая группа Ли
(G, g, V ) удовлетворяет уравнению солитона Рич-
чи, то в некотором базисе {e1, . . . , en} алгебры Ли
g выполняется соотношение

V igijc
j
kt = 0; (4)

или в инвариантной форме

g (V, [X,Y ]) = 0, ∀X,Y ∈ g.

Здесь cjkt — структурные константы алгебры g,
определяемые разложением [ek, et] = cjktej .

Доказательство. Если (G, g, V ) удовлетворя-
ет уравнению солитона Риччи, то в силу (2) тен-
зор Риччи должен быть симметричен. Тогда по
теореме 1 необходимо dπ = 0, т.е. для произ-
вольных векторных полей X,Y ∈ g выполняет-
ся 2dπ(X,Y ) = Xπ(Y ) − Y π(X) − π([X,Y ]) =
−2π([X,Y ]) = −2g ([X,Y ] , V ) = 0. Фиксируя
некоторый базис {e1, . . . , en} в алгебре Ли g, из
данного равенства получаем (4).

Лемма 2. Инвариантный солитон Риччи три-
виален тогда и только, когда выполняется

P k(cskigsj + cskjgsi) = τgij . (5)

Следующая классификация для трехмерных
метрических групп Ли была получена Дж. Мил-
нором в [15].

Теорема 4. Пусть G — трехмерная неунимо-
дулярная группа Ли с левоинвариантной рима-
новой метрикой. Тогда в алгебре Ли группы G
существует ортонормированный базис {e1, e2, e3}
такой, что: [e1, e2] = αe1 + βe2, [e1, e3] = γe2 +
δ e3, [e2, e3] = 0, где α+ δ = 2.

Доказательство теоремы. В данном раз-
деле для доказательства теоремы 3 рассмотрим
систему уравнений (3) для определения инвари-
антных солитонов Риччи, систему уравнений (4)
для определения симметричности тензора Рич-
чи, а также систему уравнений (5) для опреде-
ления тривиальности солитона Риччи. Заметим,

что в силу тензорного вида левой и правой частей
уравнения (4) все вычисления достаточно прове-
сти для базиса Дж. Милнора. Рассуждения прове-
дем для неунимодулярной группы Ли G, что будет
достаточным для доказательства теоремы 3.

Условие (4) имеет вид

γV 2 + δV 3 = 0, αV 2 + βV 3 = 0,

где α + δ = 2. Поэтому имеет место один из сле-
дующих случаев

(i) V =
(
V 1, 0, 0

)
;

(ii) V =
(
V 1, 0, V 3

)
и α = 2, β = δ = 0;

(iii) V =
(
V 1, V 2, V 3

)
и α = −βV 3

V 2
, γ =

− (βV 3 + 2V 2)V 3

(V 2)2
, δ =

βV 3 + 2V 2

V 2
.

Рассмотрим их последовательно.

(i) В данном случае уравнение солитона (3)
имеет вид

0 = P 2β + P 3δ,

0 = P 2α+ P 3γ,

αγ + βδ +
1

2
V 1(β + γ) = P 1(γ + β),

− α2 − 2αV 1 − 1

2
β2 +

1

2
γ2 − αδ − δV 1 − (V 1)2 =

= Λ− 2P 1α,

− 1

2
γ2 − δ2 − 2δV 1 +

1

2
β2 − αδ − αV 1 − (V 1)2 =

= Λ− 2P 1δ,

− α2 − αV 1 − 1

2
β2 − βγ − 1

2
γ2 − δ2 − δV 1 = Λ,

где α+ δ = 2.

Решениями данной системы равенств являют-
ся

1. α = 2− δ, Λ = −4− 2V 1 + 4δ − 2δ2 − 2γ2,
γ = β, V =

(
±
√

2δ2 − 4δ + 4 + 2γ2, 0, 0
)
, P =(

V 1

2 + 1, 0, 0
)
;

2. α = 2, β = γ = δ = 0, Λ = −8, V = (2, 0, 0),
P = (2, 0, P 3);

3
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3. α = 1, β = −γ, δ = 1, Λ = −2 − 2V 1,
V = (V 1, 0, 0), P =

(
V 1+(V 1)2

2 , 0, 0
)
;

4. α = 2−δ, β = γ = ±
√
2δ − δ2, δ ∈ (0; 2), Λ = 0,

V = (−2, 0, 0), P =

(
0, P 2,−βP 2

δ

)
;

5. α = 2 − δ, β = γ = ±
√
2δ − δ2, δ ∈ (0; 2),

Λ = −8, V = (2, 0, 0), P =

(
2, P 2,−βP 2

δ

)
.

Проверим, какие из полученных солитонов
тривиальны, а какие нет.

Заметим, что в рассматриваемом случае усло-
вие (5) того, что векторное поле P являет-
ся конформно-киллинговым, равносильно системе
уравнений вида

2P 1α = 0, 2P 1δ = 0, P 1(β + γ) = 0,

P 2α+ P 3γ = 0, P 2β + P 3δ = 0,
(6)

где α+ δ = 2.
1. Пусть Λ = −4− 2V 1 + 4δ − 2δ2 − 2γ2,

α = 2− δ, γ = β, V =
(
±
√

2δ2 − 4δ + 4 + 2γ2, 0, 0
)
,

P =
(

V 1

2 + 1, 0, 0
)
. Система равенств (6) упроща-

ется до системы вида

P 1(2− δ) = 0, P 1δ = 0, P 1β = 0. (7)

Откуда заключаем, что векторное поле P являет-
ся конформно-киллинговым при P 1 = 0, что рав-
носильно условию V 1 = −2 или δ2 + 2δ + γ2 = 0.
Класс таких солитонов не пуст. Например, в нем
содержится солитон вида α = 2, β = γ = δ = 0,
Λ = 0, V = (−2, 0, 0), P = (0, 0, P 3).

2. Пусть α = 2, β = γ = δ = 0, Λ = −8, V =
(2, 0, 0), P = (2, 0, P 3). Тогда первое уравнение
в (6) обращается в неверное равенство. Следова-
тельно, векторное поле P не является конформно-
киллинговым.

3. Пусть α = 1, β = −γ, δ = 1, Λ = −2 − 2V 1,
V = (V 1, 0, 0), P =

(
V 1+(V 1)2

2 , 0, 0
)
. Заметим, что

рассматриваемый солитон Риччи удовлетворяет
условию (6) при 2P 1 = V 1 + (V 1)2 = 0, т.е. при
V 1 = 0 или V 1 = −1.

Если V 1 = −1, то для данного тривиально-
го солитона Риччи выполняется α = 1, β = −γ,
δ = 1, Λ = 0, V = (−1, 0, 0), P = (0, 0, 0) .

Если V 1 = 0, то векторное поле V становится
тривиальным и полусимметрическая связность в
этом случае является связностью Леви-Чивиты.

4. Пусть α = 2 − δ, β = γ = ±
√
2δ − δ2,

δ ∈ (0; 2), Λ = 0, V = (−2, 0, 0),

P =

(
0, P 2,−βP 2

δ

)
. Непосредственно подстанов-

кой рассматриваемого солитона в (6) убеждаем-
ся, что векторное поле P не является конформно-
киллинговым.

5. Пусть α = 2 − δ, β = γ = ±
√
2δ − δ2,

δ ∈ (0; 2), Λ = −8, V = (2, 0, 0),

P =

(
2, P 2,−βP 2

δ

)
. Для указанного солитона

Риччи векторное поле P не является конформно-
киллинговым. Это очевидно следует из первых
двух уравнений системы (6) и того факта, что для
данного солитона Риччи P 1 = 2 и α = 2− δ.

(ii) В данном случае уравнение солитона (3)
примет вид

V 1V 3 = 0,

1

2
V 3γ = 2P 2 + P 3γ,

2γ +
1

2
V 1γ = P 1γ,

− 4− 4V 1 +
1

2
γ2 − (V 3)2 − (V 1)2 = Λ− 4P 1,

− 1

2
γ2 − 2V 1 − (V 1)2 = Λ,

− 4− 2V 1 − 1

2
γ2 − (V 3)2 = Λ,

(8)

Из первого уравнения системы заключаем, что
либо V 1 = 0, либо V 3. Если V 3 = 0, то попадаем
в рассмотренный выше случай (i). Если V 1 = 0,
то из последних двух уравнений (8) заключаем,
что данная система равенств неразрешима в поле
действительных чисел.

Случай (iii) рассматривается аналогично с по-
мощью систем компьютерной математики и не да-
ет искомых связностей.

Заключение. В работе исследован класс по-
лусимметрических метрических связностей, кото-
рые включают в себя связность Леви-Чивиты.
Получена классификация данных связностей на
трехмерных неунимодулярных группах Ли с лево-
инвариантной римановой метрикой солитона Рич-
чи. Кроме того, построена математическая модель
для изучения полусимметрических связностей на
группах Ли с метрикой инвариантного солитона
Риччи.
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