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В последней части статьи рассматриваются матема-
тические модели четырех видов онкологических заболе-
ваний: рак молочной железы (ранняя стадия), колорек-
тальный рак (рак кишечника), глиома и рак простаты. 
Каждая из этих моделей имеет свои индивидуальные 
особенности, и соответственно их подходы к модели-
рованию различны. Подход при моделировании рака 
молочной железы включает в себя сложное взаимодей-
ствие между клетками опухоли, фибробластами, им-
муноцитами, эпителиальными клетками, внеклеточ-
ным матриксом, сосудистой системой и цитокинами. 
При колоректальном раке учитываются многомасштаб-
ный подход, клеточный цикл и мутации генов, рас-
смотренные в предыдущих частях. Глиома является од-
ной из самых агрессивных опухолей мозга. Ее модель 
включает в себя уравнения для плотности клеток глио-
мы, концентрации внеклеточного матрикса, концентра-
ции матриксной металлопротеиназы и концентрации 
питательных веществ. Для глиомы существует и другая 
модель, которая рассматривает подход с применением 
онколитических вирусов. Рак предстательной железы 
учитывает наличие тестостерона и его влияние на даль-
нейшее развитие заболевания.

The last part of the article examines mathematical 
models of four types of oncological diseases: breast 
cancer (early stage), colorectal cancer (bowel cancer), 
glioma, and prostate cancer. Each of these models has 
its own individual characteristics and, accordingly, their 
approaches to modeling are different. The approach 
to modeling breast cancer involves complex interactions 
between tumor cells, fibroblasts, immunocytes, 
epithelial cells, extracellular matrix, vascular system, 
and cytokines. Colorectal cancer takes into account 
the multiscale approach, cell cycle, and gene mutations 
that were discussed in the previous sections. Glioma is one 
of the most aggressive brain tumors. Its model includes 
equations for glioma cell density, extracellular matrix 
concentration, matrix metalloproteinase concentration, 
and nutrient concentration. There is another model 
for glioma that considers an approach using oncolytic 
viruses. Prostate cancer takes into account the presence 
of testosterone and its effect on the further development 
of the disease.
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Введение. В предыдущих частях статей [1,2]
описаны основные подходы моделирования опухо-
лей, общие особенности в моделировании онколо-
гических заболеваний, подробно рассмотрена ма-
тематическая модель роста опухоли вдоль крове-
носного сосуда.

В этой статье приведены четыре примера кон-
кретных видов злокачественных опухолей. Они
имеют свои специфические особенности и описы-
ваются своей математической моделью: рак мо-
лочной железы (ранняя стадия), колоректальный
рак (рак кишечника), глиома и рак простаты.
Данные модели представлены в работе [3].

Новообразования, или злокачественные опухо-
ли, являются одной из самых распространенных
причин смертности в мире. С каждым годом на-
блюдается все больший рост числа больных. Для
лечение этого заболевания требуется понять ме-
ханизмы его развития и уметь прогнозировать
рост и поведение опухоли под влиянием различ-
ных факторов.

По данным Всемирной организации здраво-
охранения (ВОЗ), в 2020 году рак молочной желе-
зы выявили у 2,26 миллиона человек. Некоторые
математические модели данного вида рака были
изучены в работах [4, 5]. В работе [5] рассматрива-
лись модели протокового рака молочной железы.
Была изучена система дифференциальных урав-
нений в частных производных вместе с начально-
краевой задачей. Система исследовалась на устой-
чивость, изучено решение в автомодельных пере-
менных.

Исследованием модели колоректального рака
занимались в статьях [6, 7].

Математическая модель глиомы может приме-
няться на основе уравнений для плотности клеток
глиомы, концентрации внеклеточного матрикса,
матриксной металлопротеиназы и питательных
веществ. Можно использовать и другой подход,
в котором учитываются так называемые онколи-
тические вирусы, способные проникать и уничто-
жать опухолевые клетки. В качестве лечения мо-
жет рассматриваться комбинированная терапия
двумя препаратами [8] и виротерапия (вирус про-
стого герпеса) [9].

Некоторые математические модели рака пред-
стательной железы представлены в работах [10,
11].

1. Рак молочной железы (начальная
стадия). Существует множество математиче-

ских моделей рака молочной железы, в основном
по протоковой карциноме (DCIS). Это болезнь,
при которой раковые клетки выходят из молоч-
ной железы и мигрируют в строму [12, 13, 14, 15].
Поскольку раннее выявление рака является реша-
ющим фактором успешного лечения, в работе бу-
дет рассмотрено только начальное распростране-
ние раковых клеток. Один из подходов представ-
лен в статье [4], в которой разработана математи-
ческая модель лечения рака комбинированной те-
рапией с помощью протеинов, регулирующих он-
когены, и ингибиторов контрольных точек.

Хорошо известно, что опухоль и ее микроокру-
жение (строма) взаимодействуют друг с другом
и что это взаимодействие играет важную роль
в образовании, росте и метастазировании опухоли.
Динамика процесса определяется сложными вза-
имоотношениями между опухолевыми клетками,
стромальными клетками (фибробластами), эпите-
лиальными клетками, иммуноцитами, сосудистой
системой, внеклеточным матриксом и цитокина-
ми, которые производят клетки. Понимание этих
отношений может привести к новым терапевти-
ческим подходам в исследовании онкологических
заболеваний.

Рассмотрим взаимодействие между опухоле-
выми эпителиальными клетками (TECs) и фиб-
робластами в микросреде (лабораторные усло-
вия). Известно, что риск рака молочной железы
связан с повышенным уровнем фактора эпидер-
мального роста (EGF) и фактора роста опухоли-β
(TGF-β). Фактор роста опухоли-β секретируется
эпителиальными клетками, тогда как фактор эпи-
дермального роста продуцируется фибробласта-
ми. Также известно, что фактор роста опухоли-
β вызывает трансформацию фибробластов в мио-
фибробласты, что увеличивает их секрецию фак-
тора эпидермального роста. Следующий сигналь-
ный каскад

TEC → TGF -β →
→ фибробласты (миофибробласты) → TEC

является автокаталитическим и данная ситуация
соответствует ранней стадии опухоли молочной
железы, такой как протоковая карцинома. В [16]
была разработана математическая модель, кото-
рая описывает эксперименты, сделанные в транс-
велле. Результаты экспериментов показаны на ри-
сунке 1.
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Рис. 1. Структура трансвелла

Основные выводы [16] заключаются в том, что:
(i) фибробласты усиливают пролиферацию кле-
ток рака молочной железы, (ii) популяция эпи-
телиальных клеток чувствительна к проницаемо-
сти мембраны и скорости трансформации от фиб-
робластов к миофибробластам, (iii) взаимодей-
ствие между эпителиальными клетками и фиб-
робластами способствует не только пролифера-
ция эпителиальных клеток, но также пролифера-
ция фибробластов/миофибробластов и преобразо-
вание фибробластов до миофибробластов. Модель
хорошо совпала с экспериментальными результа-
тами, которые представлены в [16].

В [17] и [18] была разработана математическая
модель для более подробного определения влия-
ния внеклеточного матрикса на миграцию опухо-
левых клеток. Экспериментальная установка, ка-
мера Бойдена, показана на рисунке 2; упрощенная
схема показана на рисунке 3.

Рис. 2. Иллюстрация анализа инвазии в камере Бой-
дена, которая имитирует инвазию опухоли in vivo (на
живом организме)

Основные уравнения:
∂n
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∂f
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+ a22f︸︷︷︸
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в Ω−, (2)

Рис. 3. Схема системы анализа вторжения: EGF (E),
TGF-β (G) и MMP (P) могут пересекать полупроница-
емую мембрану, но клетки (TEC (n), фибробласты (f),
миофибробласты (m)) не могут пересекать ее. Пер-
воначально эпителиальные клетки находятся в обла-
сти Ω+, в то время как фибробласты и миофибро-
бласты размещены в области Ω−. Слой внеклеточного
матрикса с плотностью ρ окружает полупроницаемую
мембрану (фильтр)
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(4)
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выработка
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(5)
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n︸ ︷︷ ︸
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− a62G︸ ︷︷ ︸
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в Ω∗, (6)

∂P

∂t
= ∇ · (DP∇P ) + a71IΩ−m︸ ︷︷ ︸

выработка

− a72P︸ ︷︷ ︸
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в Ω∗, (7)

где IS — характеристическая функция от S, в ко-
торой плотность внеклеточного матрикса ρ поло-
жительна. Во всех уравнениях t > 0. Цитокины
в уравнениях (1) – (7) подвергаются диффузии,
выработке и распаду. Для более подробной ин-
формации, включая граничные условия и опре-
деление параметров, см. [18].

Несколько выводов из модели:
(i) Гаптотаксис увеличивает количество мио-

фибробластов, секретируемых матриксными ме-

3
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таллопротеиназами, и миграцию опухолевых кле-
ток.

(ii) В зависимости от начальной концентра-
ции внеклеточного матрикса ρ0 общая популяция
эпителиальных клеток ведет себя следующим об-
разом: она увеличивается с ρ0 до тех пор, пока
ρ < ρ̄0 (ρ̄0 = 6× 10−4), и уменьшается с ρ0, когда
ρ > ρ̄0. Такое поведение наблюдалось в экспери-
ментах [19, 20].

В особом случае, когда размер пор достаточно
велик и мембрана проницаема для клеток, из мо-
дели были сделаны следующие дополнительные
выводы:

(iii) Увеличение проницаемости мембраны γ0
приведет к увеличению популяции эпителиаль-
ных клеток; это естественный вывод из того, что
клетки могут легче мигрировать через фильтр.

(iv) При увеличении толщины внеклеточного
матрикса слоя µ общая популяция эпителиальных
клеток уменьшается до тех пор, пока µ < µ0 (µ0 =
0.3), а затем увеличивается при µ > µ0. Это может
быть объяснено «конкуренцией за пространство»,
которая происходит на уровне слоя внеклеточного
матрикса. Этот вывод, однако, должен быть под-
твержден экспериментами.

2. Колоректальный рак (рак кишечни-
ка). Когда несколько мутировавших генов вызы-
вают начало конкретного вида злокачественной
опухоли, то этот процесс можно смоделировать
с помощью многомасштабной модели, описанной
в первой части статьи [1]. Такая ситуация возни-
кает при колоректальном раке с мутациями пяти
генов: APC, RAS, TGF-β, SMAD и p53 (см. [21,
22]). Первые четыре мутации влияют на решение
клеток в первой контрольной точке R1; мутация
в p53 может привести к тому, что непоправимо
поврежденная клетка в R1 или в R2 не будет со-
вершать апоптоз.

Гипоксия обнаруживается сетью, которая со-
держит в себе гены TGF-β и SMAD. Когда эти ге-
ны мутируют, клетка становится нечувствитель-
ной к гипоксии, то есть к аномально низким уров-
ням кислорода. Сигнал перенаселения восприни-
мается геном АРС. Если APC мутирован, клетка
может решить перейти непосредственно от фазы
G1 к S, даже если микросреда переполнена клет-
ками.

Используем модель, описанную в [1], чтобы
теоретически ответить на следующие вопросы:

(i) Если мутации происходят только в генах
TGF-β и SMAD, то приведет ли это к раку?

(ii) Если мутация происходит также в гене
APC, то это приведет к раку?

Если мутируют только гены TGF-β и SMAD,
то принимаем функцию K как независимую
от концентрации кислорода w, что в итоге дает

K = K(Q(x, t), γ1), (8)

где γ1 = APC на нормальном/здоровом уровне.
Если мутирован ген APC, то

K(Q(x, t)) = const = β. (9)

В случае (8) функция K(Q, γ1) рассматривает-
ся как функция управления переменной Q. Цель
этого контроля — сохранить объем ткани в пре-
делах гомеостатических границ для того, чтобы
опухоль оставалась доброкачественной.

Для математического решения вопросов, свя-
занных с (8), (9), предполагается, что опухоль ра-
диально симметрична и ее радиус обозначается
через R(t). Вышеуказанные вопросы можно пере-
формулировать следующим образом:

Каково поведение R(t) в случае:
(i) K(Q) = const = β , то есть клетки не реа-

гируют на перенаселение.
(ii) K(Q, γ1) — «очень хорошая» функция

управления в переменной Q.
Следующие результаты были доказаны в [23]:
(i′) Предполагается, что

1 < (1− µ1)(1− µ2)e
λ(A1+A2+A3) < eλ0A0 , (10)

где λi(w) = λ, если 1 ≤ i ≤ 3. Величи-
на eλ(A1+A2+A3) представляет собой рост клеток
в фазах G1, G2, G3, и первое неравенство в (10)
означает, что, несмотря на апоптоз, опухоль рас-
тет, если игнорировать время, которое клетки
проводят в фазе покоя. Второе неравенство озна-
чает, что если увеличить время, которое клетки
проводят в фазе покоя G0, то опухоль сокраща-
ется. Таким образом, «решение» клеток перехода
в другую фазу в контрольной точке R1 являет-
ся решающим: оно определяет, будет ли опухоль
расти или уменьшаться. Если β мало, то скорость
перехода клеток в фазу покоя мала и, следова-
тельно, опухоль будет расти, тогда как если β ве-
лика, опухоль будет уменьшаться. Действительно,
существует положительное число β∗, β∗ < 1 − µ1

такое, что если β < β∗, то R(t) → ∞ при t → ∞,
тогда как если β∗ < β < 1 − µ1, то R(t) → 0 при
t → ∞.

Условие R(t) → ∞ при t → ∞ интерпретиру-
ется как возникновение рака.

(ii′) В случае (ii) было доказано, что существу-
ют контроллеры K(Q, γ1) такие, что

c ≤ R(t) ≤ C ∀t > 0,

где c, C — положительные константы. Это озна-
чает, что сферическая опухоль остается в преде-
лах гомеостатических границ. Численное модели-
рование показывает, что фактически радиус R(t)
можно сделать таким, чтобы он оставался очень
близким к фиксированному радиусу R(∞).

Случай (ii) означает, что если мутируют толь-
ко гены TGF-β и SMAD, то опухоль остается доб-
рокачественной.

4
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Поверхностный эпителий, который ограничи-
вает просвет кишечника, имеет форму, схемати-
чески показанную на рисунке 4.

Рис. 4. Форма здоровой толстой кишки

Эпителиальные клетки в верхней части крип-
ты находятся в среде интенсивных химических
реакций и имеют срок жизни около нескольких
дней. Они постоянно заменяются новыми клетка-
ми, которые производят стволовые клетки, нахо-
дящиеся на дне крипты. Поэтому механистиче-
ская модель колоректального рака должна учи-
тывать пространственную геометрию эпителия.
В обзорной статье van Leeuwen и др. [24] описаны
различные модели колоректального рака; некото-
рые из этих моделей являются компартменталь-
ными, или основанными на решетке, в то время
как другие рассматривают стохастическое моде-
лирование или генетические мутации. Математи-
ческие модели раннего выявления и лечения ко-
лоректального рака были введены в [25]. Генети-
ческая нестабильность при колоректальном раке
обсуждалась в [26].

3. Глиома. Глиомы характеризуются своей
инвазивностью в окружающие нормальные ткани
мозга, что приводит к неизбежному рецидиву опу-
холи после операции. Пациенты с диагностиро-
ванной глиобластомой, самой распространенной
и наиболее агрессивной из опухолей мозга, име-
ют среднюю выживаемость приблизительно один
год с момента постановки диагноза. Для улуч-
шения результатов лечения пациентов необходи-
мы новые терапевтические подходы, направлен-
ные на клетки глиомы. На миграцию клеток глио-
мы в головном мозге влияет несколько факторов.
Миграция может стимулироваться внеклеточным
матриксом (ECM) в процессе, называемом гапто-
таксической миграцией. Гаптотаксис включается
через уже существующие компоненты мозга, но на
него также сильно влияет способность самих кле-
ток глиомы изменять окружающий внеклеточный
матрикс.

У пациентов клетки глиомы обычно следуют
вдоль путей белого вещества и базальной пла-
стинки кровеносных сосудов головного мозга. Это
говорит о том, что миграция клеток глиомы мо-
жет зависеть от конкретных субстратов и струк-

тур мозга. Существует множество публикаций, ос-
нованных на модели диффузии опухолевых кле-
ток в неоднородных средах для прогнозирования
инвазии клеток глиомы в головном мозге паци-
ентов [27, 28, 29]. Модель, состоящая из системы
уравнений в частных производных, была разрабо-
тана Eikenbery и др. [30].

Рассмотрим математическую модель, введен-
ную Kim и др. [31] для клеток глиомы in vitro
(в пробирке) вне сферического ядра, которая опи-
сывает миграцию, разброс и ветвление клеток,
наблюдаемые в экспериментах. Модель содержит
матриксные металлопротеиназы и концентрацию
питательных веществ, а также учитывает эффек-
ты хемотаксиса, гаптотаксиса и межклеточной ад-
гезии.

Положим: n − плотность клеток глиомы, ρ −
концентрация внеклеточного матрикса, P −
концентрация матриксной металлопротеиназы, G−
концентрация питательных веществ.

Область миграции представляет собой оболоч-
ку Ω = {R0 < r < R1}, окружающая сферическую
опухоль фиксированного радиуса R0. В Ωt спра-
ведливы следующие уравнения:

∂n

∂t
= Dn∆n︸ ︷︷ ︸

дисперсия

−∇

(
χn

n∇G√
1 + λG|∇G|2

)

︸ ︷︷ ︸
хемотаксис

−

−∇

(
χ1
n

n∇ρ√
1 + λρ|∇ρ|2

)

︸ ︷︷ ︸
гаптотаксис

− ∇(nK(n))︸ ︷︷ ︸
самослипание

+

+ λ11n︸︷︷︸
пролиферация

+ S︸︷︷︸
разброс

(11)

∂ρ

∂t
= − λ21Pρ︸ ︷︷ ︸

разрушение

+λ22p

(
1− ρ

ρ0

)

︸ ︷︷ ︸
восстановление

(12)

∂P

∂t
= DP∆P︸ ︷︷ ︸

диффузия

+ λ31n︸︷︷︸
производство клеток

− λ32P︸ ︷︷ ︸
распад

(13)

∂G

∂t
= DG∆G︸ ︷︷ ︸

диффузия

−λ41n
G

G+ kG︸ ︷︷ ︸
потребление

(14)

Здесь n(x, t)K(n(x, t)) — сила сцепления, действу-
ющая на n(x, t), где

K(n(x, t)) =
2

|Bδ(x)|

∫

Bδ(x)

λaf(n(y, t)) 
Sx(y) dy,


Sx(y) =
y − x

|y − x|
, f(n) = ks

n

n0 + n
,

и ks, n0, λa, η — параметры [32], [33].
Функция разброса S является уникальной для

глиомы. Она описывает, как раковые клетки вы-
брасываются случайным образом с поверхности
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опухоли. Во втором случае это выражается чис-
ленно путем введения случайных новых рако-
вых клеток с плотностью, равной плотности опу-
холевых клеток на краю сферической опухоли
r = R0. Это происходит в небольших областях
{(r, θ);R0 < r < R0 + ε, θi−1 < θ < θi} (ε малый
параметр) в момент времени ti−1 < t < ti

Численная модель показывает, что экспери-
ментально наблюдаемые закономерности могут
быть получены путем варьирования трех пара-
метров: хемотаксической чувствительности χn,
гаптотаксического коэффициента χ1

n и парамет-
ра силы сцепления λa. Модель была использована
в [31] для разработки биологически проверяемых
гипотез о замедлении миграции клеток глиомы.

Достижения в области вирусологии и биоло-
гии опухолей позволили создать онколитические
вирусы (OV), которые выборочно реплицируют-
ся в опухолевых клетках. Потомство онколитиче-
ских вирусов распространяется по всей опухоли,
лизируя опухолевые клетки, но не повреждая нор-
мальные клетки. Фазы I и II клинических иссле-
дований показали, что терапия с помощью онко-
литических вирусов безопасна при некоторых ви-
дах рака, но с ограниченной эффективностью [34,
8, 9].

Стандартное лечение пациентов с глиомой —
это операция с последующей лучевой терапией.
Но в настоящее время продолжаются эксперимен-
ты лечения с применением онколитических виру-
сов, в которых часть клеток глиомы внедряется
в мозг мыши [34]. Появляется все больше дока-
зательств того, что ограниченная эффективность
такой терапии обусловлена реакцией хозяина на
активную вирусную инфекцию: врожденная им-
мунная система уничтожает раковые клетки, за-
раженные вирусом, тем самым уменьшая количе-
ство свободного вируса и эффективность терапии.

Для того чтобы блокировать этот непродук-
тивный эффект иммунной системы, были прове-
дены эксперименты, в которых иммуносупрессор
циклофосфамид вводили в глиому. Было показа-
но, что это замедлило рост опухоли.

Подобная математическая модель (опирающа-
яся на результаты [35, 36, 37]) была представле-
на в [38]. Она использует следующие переменные:
x — концентрация раковых клеток, y — концен-
трация инфицированных (зараженных) раковых
клеток, n — концентрация мертвых клеток, v —
концентрация свободных вирусов (тех, которые не
содержатся в раковых клетках). z — концентра-
ция иммунных клеток, которые атакуют инфици-
рованные опухолевые клетки.

Предполагается, что опухоль радиально сим-
метрична и через u(r, t) обозначена радиальная
скорость, u(0, t) = 0. Тогда при сохранении кон-
центрации в области опухоли r < R(t) выполня-

ются следующие уравнения:

∂x

∂t
+

1

r2
∂

∂r
(r2ux) = λx− βxv, (15)

∂y

∂t
+

1

r2
∂

∂r
(r2uy) = βxv − kyz − δy, (16)

∂n

∂t
+

1

r2
∂

∂r
(r2un) = kyz − ωz2 − µn, (17)

∂z

∂t
+

1

r2
∂

∂r
(r2uz) = syz − ωz2 − P (t), (18)

∂v

∂t
−D

1

r2
∂

∂r

(
r2

∂v

∂r

)
= bδy − k0vz − γv. (19)

Здесь λ — коэффициент пролиферации опухоле-
вых клеток, β — коэффициент заражения, δ — ко-
эффициент лизиса инфицированных клеток, µ —
коэффициент удаления мертвых клеток, D — ко-
эффициент дисперсии вирусов, b — размер раз-
рыва инфицированных клеток, γ — коэффициент
очищения вируса, k — коэффициент иммунных
убийств, k0 — коэффициент поглощения вирусов,
s — коэффициент стимуляции инфицированных
клеток, ω — коэффициент очищения иммунных
клеток, P (t) — концентрация циклофосфамида.

Некоторые параметры модели были оценены
из литературы, а другие получены путем верифи-
кации по экспериментальным данным из [34].

Модель предсказывает, что если размер раз-
рыва b больше 100, тогда радиус раковой опухо-
ли будет уменьшаться. Для меньших значений b
(например, b = 50) радиус увеличивается. Вы-
шеприведенная математическая модель не учиты-
вает побочные эффекты подавления иммунитета.
Она также не учитывает ограничения на распро-
странение вирусов, вызванных молекулами кле-
точной адгезии во внеклеточном матриксе.

4. Рак предстательной железы. Пред-
стательная железа является вспомогательной по-
ловой железой в мужской репродуктивной систе-
ме. Ее эмбриологическое развитие, рост и функ-
ционирование зависят от основного мужского ан-
дрогена, вырабатываемого в тестикулах, который
называется тестостероном. Этиология и прогрес-
сирование карциномы, возникающая в предста-
тельной железе, сильно зависят от наличия тесто-
стерона. При попадании в клетку предстательной
железы тестостерон ферментативно превращает-
ся в дигидротестостерон (DHT) с помощью фер-
мента 5α-редуктазы. Несмотря на то что тесто-
стерон и дигидротестостерон связываются и акти-
вируют андрогенный рецептор (AR), дигидроте-
стостерон обладает большей связностью и образу-
ет более стабильный комплекс с андрогенным ре-
цептором, чем тестостерон. При связывании ком-
плекс андроген-AR фосфорилируется и димеризу-
ется с последующей транслокацией в ядро клетки,
где специфическое связывание с ДНК вызывает
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с ДНК вызывает транскрипционную активность
генов, связанных с ростом, выживанием и проли-
ферацией.

Большинство пациентов, у которых был ди-
агностирован рак предстательной железы, изле-
чиваются хирургическим путем или лучевой те-
рапией. Тем не менее для пациентов, у которых
уже начался процесс метастазирования или раз-
вивается рецидив после местной терапии, обычно
необходима дополнительная терапия, направлен-
ная на системное лечение. Эта терапия основана
на лекарствах, которые действуют по разным ме-
ханизмам; (i) ингибирование выработки тестосте-
рона в тестикулах путем подавления регуляции
выработки гонадотропин-рилизинг-гормона гипо-
физом, (ii) блокирование способности тестостеро-
на связывать рецептор андрогена и (iii) введе-
ние ингибирования фермента 5α-редуктазы, от-
ветственного за превращение тестостерона в ди-
гидротестостерон.

Но несмотря на поддержание кастрационно-
го уровня тестостерона и ингибирование актив-
ности андрогенного рецептора, со временем у ра-
ковых клеток (CaP) развивается резистентность,
которая обычно впервые наблюдается клинически
как повышение уровня простатического специфи-
ческого антигена (PSA), после обнаружения кото-
рого следует прогрессирующее заболевание.

Скорость развития резистентности неоднород-
на и может наблюдаться в течение нескольких
месяцев, в среднем около двух лет. В настоящее
время клинические исследователи изучают роль
прерывистой, в отличие от непрерывной, антиан-
дрогенной терапии с целью продления качества
жизни и, возможно, терапевтического преимуще-
ства в продлении чувствительности заболевания
к фармакологическому вмешательству. Прерыви-
стое лечение достигается путем прекращения ан-
тиандрогенной терапии после достижения клини-
ческой цели или снижения уровня простатическо-
го специфического антигена. Затем возобновляет-
ся прогрессирование заболевания и рост порога
простатического специфического антигена после
определенного периода времени. Этот процесс бу-
дет продолжаться циклично, пока не развивается
резистентность и болезнь требует других вмеша-
тельств.

Существует несколько математических моде-
лей динамики сыворотки в здоровой предстатель-
ной железе, роста раковых клеток, связанных
с тестостероном, динамики дигидротестостерона
и андрогенного рецептора [39, 40], и моделей, ко-
торые включают взаимодействие между раковы-
ми клетками и мутированными раковыми клетка-
ми [41, 42, 43].

Более полная модель была разработана H. Jain
и др. Она состоит из динамической системы для
следующих переменных: T2 — концентрация те-

стостерона в сыворотке (в нМ), P — концентрация
простатического специфического антигена в тка-
ни (в нг/мл), Ps — концентрация простатического
специфического антигена в сыворотке (в нг/мл),
E — нормальная концентрация эпителиальных
клеток в предстательной железе (количество кле-
ток (в миллионах)), N — концентрация андроген-
зависимых раковых клеток (количество клеток
(в миллионах)), M — концентрация кастраторе-
зистентных раковых клеток (количество клеток
(в миллионах)), Ti — концентрация тестостерона
в клетках типа i, i = E,N,M (в нМ), r0i — уро-
вень экспрессии конститутивного свободного ан-
дрогенного рецептора в клетках типа i (в нмоль
на миллион клеток), Ri — концентрация свобод-
ных андрогеновых рецепторов в клетках типа i
(в нМ), Di — концентрация дигидротестостеро-
на в клетках типа i (в нМ), Ai — концентрация
дигидротестостерон-активированных рецепторов
андрогена в клетках типа i (в нМ), Ait — кон-
центрация тестостерон-активированного рецепто-
ра андрогена в клетках типа i (в нМ).

Дифференциальные уравнения для этих вели-
чин основаны на следующей схеме. Тестостерон
синтезируется тестикулами и попадает в крово-
ток. Затем он попадает в предстательную железу
и захватывается эпителиальными клетками пред-
стательной железы (E), андроген-зависимыми ра-
ковыми клетками (N) и кастраторезистентными
раковыми клетками (M). Внутри клеток он пре-
образуется в дигидротестостерон под действием
5α-редуктазы. Как тестостерон, так и дигидро-
тестостерон в дальнейшем активируют рецепто-
ры андрогена, что приводит к сигнальной мо-
дуляции, пролиферации и выживаемости клеток
вместе с высвобождением простатического спе-
цифического антигена в ткань, откуда он по-
ступает в кровоток. Внутриклеточный сигналь-
ный путь для эпителиальных клеток аналогичен
андроген-зависимым раковым клеткам. Факторы
роста, экспрессируемые стромальными клетками
в ответ на передачу сигналов тестостерона, та-
кие как фактор роста эндотелия сосудов и фак-
тор роста опухоли-β, также могут способствовать
пролиферации и выживанию эпителиальных кле-
ток. Модель включает в себя мутации, приводя-
щие к кастрат-резистентности, и действия трех
типов лекарств, упомянутых выше. Уравнения,
регулирующие скорость изменения тканевого про-
статического специфического антигена и сыворо-
точного простатического специфического антиге-
на, имеют следующий вид

dP

dt
=− αPPEfrac − γPP

(N +M)2

KP +N +M
−

− λPP +
∑

i=E,N,M

βPi
(Ai +Ait + pi)i,

(20)
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dPS

dlt
= αPPEfrac − γPP

(N +M)2

KP +N +M
− λPS

PS ,

(21)
где Efrac – доля эпителиальных и раковых кле-

ток (CaP) в предстательной железе, а все осталь-
ные параметры являются постоянными.

Параметры, введенные в динамическую систе-
му Jain и др., можно разделить на две группы:
(i) параметры, значения которых были определе-
ны либо непосредственно из экспериментальной
литературы, либо путем подбора данных, и (ii)
персонализированные параметры. Персонализи-
рованные параметры — это скорость приобре-
тения новых мутаций, придающих устойчивость
к андрогенам, то есть конкурентное преимуще-
ство чувствительных к гормонам клеток по срав-
нению с резистентностыми (нечувствительными)
клетками и общая чувствительность к андроген-
ной депривации. Эти параметры у каждого па-
циента различны, и они отражают глубокую раз-
нородность заболевания. Соотнесение историй бо-
лезни с персонализированными параметрами мо-

жет предложить новые подходы для персонали-
зированного прогресса при различных стратегиях
планирования терапии, что подчеркивает потен-
циал модели как превращение в ценный инстру-
мент, чтобы помочь клиницистам в выборе лече-
ния.

Заключение. В работе были представлены
несколько конкретных видов онкологических за-
болеваний и их математические модели. Проведен
обзор моделей по данной тематике.

Среди трех частей статей можно сделать вы-
вод о том, что при моделировании злокачествен-
ной опухоли нужно учитывать взаимодействие
между разными клетками организма, месторас-
положение опухоли, химические процессы внутри
клетки, макро- и микроуровень модели и т. д.
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