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Работа посвящена изучению преобразования 
Бианки для поверхностей постоянной отрицательной 
гауссовой кривизны. Поверхности вращения посто-
янной отрицательной гауссовой кривизны — это вол-
чок Миндинга, катушка Миндинга, псевдосфера (по-
верхность Бельтрами). К поверхностям постоянной 
отрицательной гауссовой кривизны относятся так-
же поверхность Куэна и поверхность Дини. Изучение 
поверхностей постоянной отрицательной гауссовой 
кривизны (псевдосферических поверхностей) имеет 
большое значение для интерпретаций планиметрии 
Лобачевского. Установлена связь геометрических ха-
рактеристик псевдосферических поверхностей с те-
орией сетей, с теорией солитонов, с нелинейными 
дифференциальными уравнениями и уравнениями 
синус-Гордона. Уравнение sin-Гордона играет важную 
роль в современной физике. Преобразования Бианки 
позволяют по данной псевдосферической поверхно-
сти получить новые псевдосферические поверхности. 
Построено преобразование Бианки для поверхно-
сти Куэна. С использованием математического па-
кета строятся поверхность Куэна и его преобразова-
ние Бианки.

Ключевые слова: псевдосфера, преобразования Биан-
ки, поверхность Куэна.

The work is devoted to the study of the Bianchi trans-
formation for surfaces of constant negative Gaussian 
curvature. The surfaces of rotation of constant negative 
Gaussian curvature are the Minding top, the Minding coil, 
and the pseudosphere (Beltrami surface). Surfaces of con-
stant negative Gaussian curvature also include Kuen’s sur-
face and the Dini’s surface. Studying the surfaces of con-
stant negative Gaussian curvature (pseudospheri-cal 
surfaces) is of great importance for the interpretation 
of Lobachevsky planimetry. Geometric characteris-
tics of pseudospherical surfaces are found to be related 
to the theory of networks, the theory of solitons, non-
linear differential equations, and sin-Gordon equations. 
The sin-Gordon equation plays an important role in mod-
ern phy-sics. Bianchi transformations make it possible 
to obtain new pseudospherical surfaces from a given 
pseudosphe-rical surface. The Bianchi transformation 
for the Kuen’s surface is constructed using a mathemati-
cal software package.

Key words: pseudosphere, Bianchi transformation, Kuen’s 
surface.
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Работа посвящена изучению преобразования
Бианки для поверхностей постоянной отрицатель-
ной гауссовой кривизны. Поверхности вращения
постоянной отрицательной гауссовой кривизны -
это волчок Миндинга, катушка Миндинга, псев-
досфера (поверхность Бельтрами). К поверхно-
стям постоянной отрицательной гауссовой кри-
визны относятся также поверхность Куэна и по-
верхность Дини. Изучение поверхностей постоян-
ной отрицательной гауссовой кривизны (псевдо-
сферических поверхностей) имеет большое значе-
ние для интерпретаций планиметрии Лобачевско-
го. Установлена связь геометрических характери-
стик псевдосферических поверхностей с теорией
сетей, с теорией солитонов, с нелинейными диф-
ференциальными уравнениями и уравнениями си-
нус - Гордона. Уравнение sin -Гордона играет важ-
ную роль в современной физике. Преобразования
Бианки позволяют по данной псевдосферической
поверхности получить новые псевдосферические
поверхности. Построено преобразование Бианки
для поверхности Куэна. Используя математиче-
ский пакет, строятся поверхность Куэна Миндин-
га и его преобразование Бианки.

Ключевые слова: псевдосфера, преобразования
Бианки, поверхность Куэна.
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The work is devoted to the study of the
Bianchi transform for surfaces of constant negative
Gaussian curvature. The surfaces of rotation of
constant negative Gaussian curvature are the Mining
top, the Minding coil, the pseudosphere (Beltrami
surface). Surfaces of constant negative Gaussian
curvature also include Kuens surface and the Dinis
surface. The study of surfaces of constant negative
Gaussian curvature (pseudospherical surfaces) is
of great importance for the interpretation of
Lobachevsky planimetry. The connection of the
geometric characteristics of pseudospherical surfaces
with the theory of networks, with the theory of
solitons, with nonlinear differential equations and
sin-Gordon equations is established. The sin -
Gordon equation plays an important role in modern
physics. Bianchi transformations make it possible
to obtain new pseudospherical surfaces from a
given pseudospherical surface.The Bianchi transform
for the Kuen surface is constructed. Using a
mathematical package, the Kuen surface and its
Bianchi transform are constructed.

Key words: pseudosphere, Bianchi transform,
surface Kuena.

Введение. Изучение псевдосферических по-
верхностей имеет большое значение для интерпре-
таций планиметрии Лобачевского. Установлена
связь геометрических характеристик псевдосфе-
рических поверхностей с нелинейными диффе-
ренциальными уравнениями и уравнениями sin-
Гордона.

Уравнение sin-Гордона играет важную роль
в современной физике [1, 2].

Преобразования Бианки позволяют по данной
псевдосферической поверхности получить новые
псевдосферические поверхности.

Теория преобразования Бианки в трехмерном

пространстве E3 и теория n - мерных многообра-
зий в E2n−1 излагается в работе Ю.А. Аминова
[3] и K. Tenenblat [4].

Преобразованию Бианки посвящены работы
[5,6].

Данная работа посвящена изучению преобра-
зования Бианки поверхностей вращения постоян-
ной отрицательной гауссовой кривизны.

В [7, 8, 9] описаны поверхности вращения по-
стоянной гауссовой кривизны.

Поверхности постоянной отрицательной гаус-
совой кривизны — это волчок Миндинга, катушка
Миндинга, псевдосфера.
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К поверхностям постоянной отрицательной
гауссовой кривизны относятся также поверхность
Куэна и поверхность Дини.

Построено преобразование Бианки для поверх-
ности Куэна.

С помощью системы компьютерной математи-
ки строятся исследуемые поверхности.

1. Преобразование Бианки. Классиче-
ская теорема Беклунда утверждает, что фокаль-
ные поверхности псевдосферической конгруэнции
в E3 имеют одинаковую постоянную отрица-
тельную кривизну. В этом случае касательные
плоскости к фокальным поверхностям пересе-
каются под постоянным углом θ и расстояние
между фокальными точками постоянно.

Если угол θ прямой, то преобразование
Беклунда называется преобразованием Бианки.
В данной статье изучается преобразование Би-
анки для поверхности постоянной отрицательной
гауссовой кривизны.

Рассмотрим две гладкие поверхности M , M̄ и
диффеоморфизм f : M → M̄ . Касательные плос-
кости в соответствующих точках p ∈ M , f(p) ∈ M̄
пересекаются по прямой (p, f(p)), образуя прямой
двугранный угол, причем вектор

−−−→
pf(p) = ρVp, где

Vp — орт, ρ = const. Обозначим через n — орт
нормали к поверхности M в точке p ∈ M . Тогда
касательная плоскость к поверхности M̄ в точке
f(p) ∈ M̄ имеет вид Tf(p)M̄ = {f(p), n, V }.

Теорема Бианки утверждает, что если поверх-
ность M имеет гауссову кривизну K = − 1

ρ2 , то
и поверхность M̄ имеет ту же кривизну.

Обозначим через r(u, v) — радиус-вектор по-
верхности M , а через R(u, v) — радиус-вектор по-
верхности M̄ .

Полагаем K = −1 и рассмотрим отображение
f : M → M̄ [10], [11, с.489 ].

R(u, v) = r(u, v)− V, V = V 1r1 + V 2r2, (1)

r1 = ∂ur(u, v), r2 = ∂vr(u, v).
Из условия < Ri, [n, V ] >= 0 получим

ri − ∂iV = ω(ri)V + α(ri)n,

где n — орт нормали к поверхности M .
Так как < V, V >= 1, < ∂iV, V >= 0, то

ω(ri) =< ri, V >, ∇iV = ri − ω(ri)V. (2)

2. Поверхность Куэна. Поверхность Ку-
эна [12, c. 345] зададим в виде

r(u, v) : x =
2sin(v)

u2sin(v)2 + 1
(cos(u) + usin(u)), (3)

y =
2sin(v)

u2sin(v)2 + 1
(sin(u)− ucos(u)),

z =
2cos(v)

u2sin(v)2 + 1
+ ln(tg(

v

2
)).

Построим эту поверхность для v ∈ [π/18, π −
π/18], u ∈ [2π, 5π] (рис. 1).

Рис. 1. Поверхность Куэна

Рис. 2. Псевдосфера

Определим символы Кристоффеля Γk
ij =

gksΓs,ij , Γs,ij = 1/2(∂igsj + ∂jgsi − ∂sgij).
Имеем

g11 = (r1, r1) =
4u2sin(v)2

(1 + u2sin(v)2)2
, g12 = (r1, r2) = 0,

(4)

g22 =
(1− u2sin(v)2)2

(1 + u2sin(v)2)2sin(v)2
.

Γ1
11 =

1− u2sin(v)2

(1 + u2sin(v)2)u
, (5)

Γ1
12 =

(1− u2sin(v)2)cos(v)

(1 + u2sin(v)2)sin(v)
,

Γ1
22 =

(1− u2sin(v)2)

(1 + u2sin(v)2)sin(v)2
,

Γ2
11 =

4u2sin(v)3cos(v)

u4sin(v)4 − 1
,

Γ2
12 =

4usin(v)2

u4sin(v)4 − 1
,

Γ2
22 = −cos(v)(u4sin(v)4 − 4u2sin(v)2 − 1)

(u4sin(v)4 − 1)sin(v)
.

Формулы (2) примут вид

2



128

Известия АлтГУ. Математика и механика. 2021. № 1 (117)Пример преобразования Бианки

∇1V
1 = ∂uV

1 + Γ1
1sV

s = 1− g11(V
1)2, (6)

∇1V
2 = ∂uV

2 + Γ2
1sV

s = −g11V
1V 2,

∇2V
1 = ∂vV

1 + Γ1
2sV

s = −g22V
1V 2,

∇2V
2 = ∂vV

2 + Γ2
2sV

s = 1− g22(V
2)2.

Добавим еще условие

< V, V >= g11(V
1)2 + g22(V

2)2 = 1. (7)

Убеждаемся, что

V 1 = −1 + u2sin(v)2

2u
, (8)

V 2 =
(1 + u2sin(v)2)sin(v)cos(v)

1− u2sin(v)2

удовлетворяют системе (6) и (7).
Уравнение (1) поверхности M̄ запишется в ви-

де
R(u, v) = (sin(v)cos(u), sin(v)sin(u), (9)

cos(v) + ln(tg(v/2)).

Уравнение (9) есть уравнение псевдосферы
(рис. 2). Таким образом, имеет место следующее

Утверждение. Для поверхности Куэна су-
ществует преобразование Бианки, переводящее
поверхность Куэна в псевдосферу.

Заключение. Основным результатом рабо-
ты является разработка алгоритма построение по-
верхности постоянной отрицательной гауссовой
кривизны из поверхности постоянной отрицатель-
ной гауссовой кривизны с помощью преобразова-
ния Бианки.
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