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Пусть ra, rb, rc — радиусы, а OA, OB, OC — центры 
окружностей, касающихся в вершинах треуголь-
ника описанной окружности и противоположной 
стороны этого треугольника. В работе [Andrica D., 
Marinescu D.S. New interpolation inequalities to Euler's 
R≥2 // Forum Geometricorum. 2017. Vol. 17] доказано,

что 4 1 1 1 2
≤ + + ≤

a b cR r r r r
. В статье [Isaev I., Maltsev Yu., 

Monastyreva A. On some relations in geometry of a tri-
angle // Journal of Classical Geometry. 2018. Vol. 4] дан-
ные неравенства обобщены следующим образом:

1 1 1 2 1
+ + = +

a b cr r r R r
. В настоящей работе мы вычис-

лили площадь треугольника OAOBOC (см. Теорему 1). 
Кроме того, доказали ряд соотношений для чисел 
R-ra, R-rb, R-rc, где R — радиус описанной окружности 
т р е у г ольника  AB C .  Вы числи ли в ели чины

1 1 1
– – –
+ +

a b cR r R r R r
 и 

– – –
+ +

a b c

a b c
R r R r R r

через 

параметры p, R и r (см. Теорему 2). Дали оценку этим 
выражениям (см. Теорему 3). Наконец, используя 
результаты работы [Maltsev Yu., Monastyreva A. 
On some relations for a triangle // International Journal 
of Geometry. 2019. Vol. 8 (1)], нашли выражение ве-
личины (1-cos(αβ))(1-cos(β-γ))(1-cos(α-γ)) через па-
раметры p, R, r, что позволило нам дать новое дока-
зательство фундаментального неравенства тре-
угольника (см. Следствие 2).

Ключевые слова: треугольник, радиус описанной 
окружности, радиус вписанной окружности, полупе-
риметр, замечательная точка.

Let ra, rb, rc be the radii, and OA, OB, OC the cen-
ters of tangent circles at the vertices to the circumcircle 
of a triangle ABC and to the opposite sides. In the paper 
[Andrica D., Marinescu D.S. New interpolation inequali-
ties to Euler's R≥2 // Forum Geometricorum. 2017. 

Vol. 17], the authors proved that  4 1 1 1 2
≤ + + ≤

a b cR r r r r
. 

In the paper [Isaev I., Maltsev Yu., Monastyreva A. 
On some relations in geometry of a triangle // Journal 
of Classical Geometry. 2018. Vol. 4], it is given the follo-
wing generalization of these inequalities: 

1 1 1 2 1
+ + = +

a b cr r r R r
. In that paper, we find the area 

of the triangle OAOBOC (see Theorem 1). We prove some re-
lations for the numbers R-ra, R-rb, R-rc, where R is the circum-
radius of a triangle ABC. Namely, we find the expressions
 1 1 1

– – –
+ +

a b cR r R r R r
 a n d  

– – –
+ +

a b c

a b c
R r R r R r

 

by means by the parameters p, R and r (see Theorem 2). 
We estimate these values (see Theorem 3). Finally, using 
the results of paper [Maltsev Yu., Monastyreva A. On some 
relations for a triangle // International Journal of Geometry. 
2019. Vol. 8 (1)] and representing the expression 
of (1-cos(αβ))(1-cos(β-γ))(1-cos(α-γ)) by means of p, R, r, 
we prove new proof of the fundamental triangle inequali-
ty (see Corollary 2).

Key words: triangle, circumradius, inradius, semiperim-
eter, remarkable point.
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Введение. Пусть R, r, p — радиусы описан-
ной и вписанной окружностей, а также полупе-
риметр треугольника ABC, OA — центр окруж-
ности, касающейся в вершине A окружности,
описанной около треугольника ABC, и стороны
BC. Обозначим через ra = AOA радиус этой

Рис. 1.

окружности, AB = c, AC = b, BC = a,∠CAB = α,

∠ABC = β,∠BCA = γ, p =
a+ b+ c

2
, O —

центр окружности, описанной около треугольни-
ка ABC (см. рис.). Аналогично можно определить
rb, rc, OB , OC . Пусть также S(�ABC) — площадь
треугольника ABC. В работе [1] доказано, что

4

R
≤ 1

ra
+

1

rb
+

1

rc
≤ 2

r
. (1)

В статье [2] неравенства (1) обобщены следующим
образом:

1

ra
+

1

rb
+

1

rc
=

2

R
+

1

r
. (2)

В статье [2] найдены также некоторые интересные
соотношения и неравенства для чисел ra, rb, rc. В
работе [3] доказано, что числа ra, rb, rc являются
корнями уравнения третьей степени

x3 −R · p
4 + p2(20Rr + 18r2) + (4R+ r)r3

(p2 + r(2R+ r))2
· x2+

+
(R+ 2r)16p2rR2

(p2 + r(2R+ r))2
· x− 16p2r2R3

(p2 + r(2R+ r))2
= 0.

Из этого результата следует, что существует тре-
угольник ABC, для которого не существует невы-
рожденного треугольника с длинами сторон, рав-
ными ra, rb, rc.

В настоящей работе рассматривается тре-
угольник OAOBOC (его вершины OA, OB , OC мы
считаем замечательными точками треугольника
ABC), вычислена его площадь (через парамет-
ры R, r, p), а также найдены некоторые соотно-
шения для чисел OOA = R − ra, OOB = R − rb,
OOC = R−rc. В заключение работы доказано, что
(1− cos(α− β))(1− cos(α− γ))(1− cos(β − γ)) =

=
4R(R− 2r)3 − (p2 − (2R2 + 10Rr − r2))2

8R4
. Из

этого соотношения следует новое доказатель-
ство фундаментального неравенства треуголь-
ника (см. [4–6]).

1. Некоторые вспомогательные резуль-
таты. В работе [1] доказано, что

ra =
pr

a cos2
β − γ

2

.

Следовательно,

OOA = R− ra = R− pr

a cos2
β − γ

2

=

= R− abc

4R · a(1 + cos(β − γ))

2

=

= R− bc

2R(1 + cos(β − γ))
=

= R− 4R2 sinβ sin γ

2R(1 + cos(β − γ))
=

= R

(
1− 2 sinβ sin γ

(1 + cos(β − γ))

)
=

= R · 1− cosα

(1 + cos(β − γ))
.

Тем самым доказана
Лемма 1. Для любого треугольника ABC

справедливо равенство

R− ra = R · (1− cosα)

(1 + cos(β − γ))
.

Справедливы также следующие утверждения.
Лемма 2 (см. [3]). Для любого треугольника

ABC справедливы равенства:
1. cos(β − γ) + cos(α− γ) + cos(β − α) =

=
p2 + r2 + 2Rr − 2R2

2R2
;

2. cos(β − γ) cos(α− γ) + cos(β − γ) cos(β − α) +
+ cos(α− γ) cos(β − α) =

=
p2(R+ 6r)− 4R3 − 16R2r − 11Rr2 − 2r3

4R3
;

3. cos(α− β) cos(α− γ) cos(β − γ) =
=

(
p4 − p2(6R2 + 8Rr − 2r2) + 8R4+

+24R3r + 22R2r2 + 8Rr3 + r4
)
/8R4.

Лемма 3 (см. [4]). Для любого треугольника
ABC справедливы равенства:

1. sinα · sinβ · sin γ =
pr

2R2
;

2. sin 2α+ sin 2β + sin 2γ =
2pr

R2
;

3. cosα+ cosβ + cos γ =
r +R

R
;

4. cosα · cosβ · cos γ =
p2 − (2R+ r)2

4R2
;

5. cosβ cos γ + cosα cosβ + cosα cos γ =

=
p2 + r2 − 4R2

4R2
.

8

Вписанный треугольник ABC
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Лемма 4. Для любого треугольника ABC
справедливо равенство

(1+ cos(β − γ))(1+ cos(α− γ))(1+ cos(α− β)) =

=
(p2 + r(2R+ r))2

8R4
.

Доказательство. Согласно лемме 2 имеем,
что

(1+ cos(β − γ))(1+ cos(α− γ))(1+ cos(α− β)) =

= 1 + (cos(β − γ) + cos(α− γ) + cos(β − α))+

+ (cos(β − γ) cos(α− γ) + cos(β − γ) cos(β − α)+

+ cos(α− γ) cos(β − α))+

+ cos(α− β) cos(α− γ) cos(β − γ) =

1 +
p2 + r2 + 2Rr − 2R2

2R2
+

+
p2(R+ 6r)− 4R3 − 16R2r − 11Rr2 − 2r3

4R3
+

+
(
p4 − p2(6R2 + 8Rr − 2r2) + 8R4+

+24R3r + 22R2r2 + 8Rr3 + r4
)
/8R4 =

=
(p2 + r(2R+ r))2

8R4
.

Лемма доказана.
Лемма 5. Для любого треугольника ABC

справедливо равенство

(1−cosα)(1−cosβ) cos γ+(1−cosα)(1−cos γ) cosβ+

+ (1− cosβ)(1− cos γ) cosα =
p2 − 8Rr − 5r2

4R2
.

Доказательство. Левая часть доказывае-
мого равенства равна

(cosα+ cosβ + cos γ) + 3 cosα cosβ cos γ−
− 2(cosα cosβ + cosα cos γ + cosβ cos γ) =

=
R+ r

R
+ 3 · p

2 − (2R+ r)2

4R2
− 2 · p

2 + r2 − 4R2

4R2
=

=
p2 − 8Rr − 5r2

4R2
.

Лемма доказана.
Лемма 6. Для любого треугольника ABC

справедливо равенство

(1− cosα)(1− cosβ)(1− cos γ) =
r2

2R2
.

Доказательство. Левая часть доказывае-
мого равенства равна

1− (cosα+ cosβ + cos γ)+

+ (cosα cosβ + cosα cos γ + cosβ cos γ)−
− cosα cosβ cos γ = A.

По лемме 3 имеем, что

A = 1− R+ r

R
+

p2 + r2 − 4R2

4R2
−

− p2 − (2R+ r)2

4R2
=

r2

2R2
.

Лемма доказана.
Лемма 7 (см. [4]). Для любого треугольника

ABC справедливы равенства:

1. sin
α

2
· sin β

2
· sin γ

2
=

r

4R
;

2. sin2
α

2
sin2

β

2
+ sin2

β

2
sin2

γ

2
+ sin2

α

2
sin2

γ

2
=

=
p2 + r2 − 8Rr

16R2
;

3. ctg
α

2
+ ctg

β

2
+ ctg

γ

2
=

p

r
;

4.
1

sinα
+

1

sinβ
+

1

sin γ
=

p2 + r2 + 4Rr

2pr
;

5. ctgα+ ctg β + ctg γ =
p2 − r2 − 4Rr

2pr
;

6. sinα+ sinβ + sin γ =
p

R
.

Далее справедлива следующая лемма.
Лемма 8. Для любого треугольника ABC

справедливы равенства:

1.
1

1− cosα
+

1

1− cosβ
+

1

1− cos γ
=

p2 + r2 − 8Rr

2r2
;

2.
a

R− ra
= 2 ctg

α

2
+

sin 2β + sin 2γ

1− cosα
.

Доказательство. По лемме 7 имеем, что

1

1− cosα
+

1

1− cosβ
+

1

1− cos γ
=

1

2


 1

sin2
α

2

+
1

sin2
β

2

+
1

sin2
γ

2


 =

=
sin2

α

2
sin2

β

2
+ sin2

α

2
sin2

γ

2
+ sin2

β

2
sin2

γ

2

2 sin2
α

2
sin2

β

2
sin2

γ

2

=

=
1

2
· p

2 + r2 − 8Rr

16R2 · r2

16R2

=
p2 + r2 − 8Rr

2r2
.

Далее по лемме 1 получаем, что

a

R− ra
=

2R sinα

R(1− cosα)
(1 + cos(β − γ)) =

=
2 sinα

1− cosα
+

2 sinα cos(β − γ)

1− cosα
=

= 2 ctg
α

2
+

2 sin(β + γ) sin(β − γ)

1− cosα
=

= 2 ctg
α

2
+

sin 2β + sin 2γ

1− cosα
.

Лемма доказана.

9
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2. Основные результаты. Теперь при-
ступим к доказательству основных результатов
настоящей работы. Справедлива следующая

Теорема 1. Для треугольника ABC справед-
лива формула:

S(�OAOBOC) = S · 2R
2(p2 − 8Rr − 3r2)

(p2 + r(2R+ r))2
,

где S = S(�ABC) — площадь треугольника
ABC.

Доказательство. Справедливо равенство:

S(�OAOBOC) = S(�OOAOB)+S(�OOAOC)±

± S(�OOBOC) =
(R− ra)(R− rb)

2
sin 2γ+

+
(R− ra)(R− rc)

2
sin 2β+

(R− rb)(R− rc)

2
sin 2α

в зависимости от того, будут ли все углы тре-
угольника ABC меньше

π

2
или, например, α ≥ π

2
.

По лемме 1 имеем, что

S(�OOAOB) =

= R2· (1− cosα)(1− cosβ)

(1 + cos(β − γ))(1 + cos(α− γ))
· sin 2γ

2
=

R2

2
·

· (1− cosα)(1− cosβ)(1 + cos(α− β)) sin 2γ

(1 + cos(β − γ))(1 + cos(α− γ))(1 + cos(α− β)
.

Обозначим B = (1 + cos(β − γ))(1 + cos(α− γ))·
·(1 + cos(α− β). Заметим, что cos γ =
− cos(α+ β), sin 2γ = 2 sin γ cos γ. Следовательно,

S(�OOAOB) =
R2

2
· 1

B
· (1− cosα)(1− cosβ)·

· (1− cos γ + cos γ + cos(α− β)) · sin 2γ =

=
R2

2B
(1− cosα)(1− cosβ)(1− cos γ) · sin 2γ+

+
2R2

B
(sinα sinβ sin γ) ·cos γ(1−cosα)(1−cosβ).

Таким образом, получаем

S(�OAOBOC) =

=
R2

2B
(1− cosα)(1− cosβ)(1− cos γ)·

· (sin 2γ + sin 2β + sin 2α)+

+
2R2

B
(sinα sinβ sin γ)·((1− cosα)(1− cosβ) cos γ+

+ (1− cosα)(1− cos γ) cosβ+

+(1− cosβ)(1− cos γ) cosα) .

По леммам 3–6 имеем, что

S(�OAOBOC) =

=
2prR2(p2 − 8Rr − 3r2)

(p2 + r(2R+ r))2
=

= S · 2R
2(p2 − 8Rr − 3r2)

(p2 + r(2R+ r))2
.

Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть треугольник ABC яв-

ляется прямоугольным. Тогда

S(�OAOBOC) = S · t
2(2t2 − 2t− 1)

(2t2 + 3t+ 1)2
,

где t =
R

r
≥

√
2 + 1 и S = S(�ABC) — площадь

треугольника ABC.
Доказательство. Известно, что для пря-

моугольного треугольника p = 2R + r (см. [4]),
причем числа не являются произвольными, а удо-
влетворяют неравенству R ≥ (

√
2 + 1)r. Действи-

тельно, подставив p = 2R + r в фундаментальное
неравенство треугольника

(p2 − 2R2 − 10Rr + r2)2 ≤ 4R(R− 2r)3,

приходим к известному неравенству
R ≥ (

√
2 + 1)r. Поэтому

S(�OAOBOC) =

= S · 2R2((2R+ r)2 − 8Rr − 3r2)

(4R2 + 4Rr + r2 + r(2R+ r))2
=

= S · R
2(2R2 − 2Rr − r2)

(2R2 + 3Rr + r2)2
=

= S · t
2(2t2 − 2t− 1)

(2t2 + 3t+ 1)2
,

где t =
R

r
≥

√
2 + 1. Следствие доказано.

В частности, S(�OAOBOC) <
S

2
для прямо-

угольных треугольников.
В работе [2] доказаны некоторые соотношения

и неравенства для чисел ra, rb, rc. Докажем ана-
логичные соотношения и неравенства для чисел
R− ra, R− rb, R− rc. Именно справедлива следу-
ющая теорема.

Теорема 2. Для любого треугольника спра-
ведливы равенства:

1.
1

R− ra
+

1

R− rb
+

1

R− rc
=

=
(p2 − (6Rr − r2))2 − 24R2r2 + 16Rr3

4R3r2
;

2.
a

R− ra
+

b

R− rb
+

c

R− rc
=

=
p

R2r
· (p2 − 6Rr + r2).

Доказательство. Преобразуем левую
часть первого равенства из условия теоремы, ис-
пользуя значения ra+rb+rc, rarb+rarc+rbrc, rarbrc
через R, p, r (см. [3]). Имеем, что

1

R− ra
+

1

R− rb
+

1

R− rc
=

10
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= (3R2 − 2R(ra + rb + rc)+ (rarb + rarc + rbrc))/

(R3−R2(ra+rb+rc)+R(rarb+rarc+rbrc)−rarbrc) =

=

(
3R2 − 2R · p

4 + p2(20Rr + 18r2) + r3(4R+ r)

(p2 + r(2R+ r))2
+

+
(R+ 2r)16p2R2r

(p2 + r(2R+ r))2

)
:

:

(
R3 −R2 · p

4 + p2(20Rr + 18r2) + r3(4R+ r)

(p2 + r(2R+ r))2
+

+R · (R+ 2r)16p2R2r

(p2 + r(2R+ r))2
− 16p2R3r2

(p2 + r(2R+ r))2

)
=

=

(
p2 − 6Rr + r2

)2 − 24R2r2 + 16Rr3

4R3r2
.

Докажем теперь второе равенство. Используя
леммы 3, 7 и 8, получаем, что

a

R− ra
+

b

R− rb
+

c

R− rc
=

= 2

(
ctg

α

2
+ ctg

β

2
+ ctg

γ

2

)
+

+ (sin 2α+ sin 2β + sin 2γ)·

·
(

1

1− cosα
+

1

1− cosβ
+

1

1− cos γ

)
−

−
(
sin 2α(1 + cosα)

1− cos2 α
+

sin 2β(1 + cosβ)

1− cos2 β
+

+
sin 2γ(1 + cos γ)

1− cos2 γ

)
=

= 2
p

r
+

2pr

R2
· p

2 + r2 − 8Rr

2r2
−

− 2 ((ctgα+ ctg β + ctg γ) +

+

(
1

sinα
+

1

sinβ
+

1

sin γ

)

− (sinα+ sinβ + sin γ)

)
=

=
p

r

(
p2 + r2 − 8Rr

R2
+

2r

R

)
=

p

R2r
·(p2−6Rr+r2).

Теорема доказана.
Теорема 3. Для любого треугольника спра-

ведливы неравенства:

1. (R− 2r) · 7R− 2r

R3
≤

≤
(

1

R− ra
+

1

R− rb
+

1

R− rc

)
− 12

R
≤

≤ (R− 2r) · 4R
3 + 4R2r −Rr2 − 2r3

R3r2
;

2.
a

R− ra
+

b

R− rb
+

c

R− rc
≤

≤ 12
√
3 +

3
√
3(R− 2r)(2R− r)

Rr
.

Доказательство. В [4] доказано, что

16Rr − 5r2 ≤ p2 ≤ 4R2 + 4Rr + 3r2.

Из теоремы 2 следует, что

1

R− ra
+

1

R− rb
+

1

R− rc
=

=
(p2 − (6Rr − r2))2 − 24R2r2 + 16Rr3

4R3r2
≥

≥ (16Rr − 5r2 − 6Rr + r2)2 − 24R2r2 + 16Rr3

2R3r2
=

=
19R2 − 16Rr + 4r2

R3

и, кроме того,
1

R− ra
+

1

R− rb
+

1

R− rc
− 12

R
≥

≥ 7R2 − 16Rr + 4r2

R3
=

(R− 2r)(7R− 2r)

R3
.

Далее,
1

R− ra
+

1

R− rb
+

1

R− rc
≤

≤ (4R2 + 4Rr + 3r2 − 6Rr + r2)2 − 24R2r2 + 16Rr3

4R3r2
=

=
4R4 + 3R2r2 − 4R3r + 4r4

R3r2

и
(

1

R− ra
+

1

R− rb
+

1

R− rc

)
− 12

R
≤

≤ 4R4 + 3R2r2 − 4R3r + 4r4

R3r2
− 12

R
=

=
(R− 2r)(4R3 + 4R2r −Rr2 − 2r3)

R3r2
.

Докажем теперь второе неравенство. Имеем, что

a

R− ra
+

b

R− rb
+

c

R− rc
− 12

√
3 =

=
p(p2 − 6Rr + r2)

R2r
− 12

√
3.

Следовательно,
(

1

R− ra
+

1

R− rb
+

1

R− rc

)
− 12

R
≤

≤ 3
√
3(R− 2r)(2R− r)

Rr
.

Теорема доказана.
В лемме 4 найдено выражение величины

(1 + cos(β − γ))(1 + cos(α− γ))(1 + cos(α− β))

через R, p, r. Интересно найти аналогичное выра-
жение для произведения

(1− cos(β − γ))(1− cos(α− γ))(1− cos(α− β)).

Имеет место следующая теорема:
Теорема 4. Для любого треугольника спра-

ведливо равенство

(1− cos(β − γ))(1− cos(α− γ))(1− cos(α− β)) =

=
4R(R− 2r)3 − (p2 − (2R2 + 10Rr − r2))2

8R4
. (3)

11
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Доказательство. По лемме 2 имеем, что

(1− cos(β − γ))(1− cos(α− γ))(1− cos(α− β)) =

= 1− (cos(α− β) + cos(α− γ) + cos(β − γ))+

+ (cos(α− β) cos(α− γ) + cos(α− β) cos(β − γ)+

+cos(β − γ) cos(α− γ))−
− cos(α− β) cos(α− γ) cos(β − γ) =

= 1− p2 + r2 + 2Rr − 2R2

2R2
+

+
p2(R+ 6r)− 4R3 − 16R2r − 11Rr2 − 2r3

4R3
−

−
(
p4 − p2(6R2 + 8Rr − 2r2) + 8R4 + 24R3r+(

+22R2r2 + 8Rr3 + r4
)
/(8R4) =

=
4R(R− 2r)3 − (p2 − (2R2 + 10Rr − r2))2

8R4
.

Теорема доказана.
Из теоремы 4 мы получаем новое доказатель-

ство так называемого фундаментального неравен-
ства треугольника.

Следствие 2 (фундаментальное неравен-
ство треугольника [4]). Для любого тре-
угольника справедливо неравенство

2R2 + 10Rr − r2 − 2(R− 2r)
√
R2 − 2Rr ≤ p2 ≤

≤ 2R2 + 10Rr − r2 + 2(R− 2r)
√
R2 − 2Rr. (4)

Доказательство. Действительно, левая
часть равенства (3) неотрицательна. Поэтому пра-
вая часть тоже неотрицательна, то есть

4R(R− 2r)3 − (p2 − (2R2 + 10Rr − r2))2 =

=
(
2(R− 2r)

√
R2 − 2Rr + 2R2 + 10Rr − r2 − p2

)
·

·
(
p2 + 2(R− 2r)

√
R2 − 2Rr −

−(2R2 + 10Rr − r2)
)
≥ 0.

Следовательно, оба множителя в этом произведе-
нии имеют одинаковый знак или один из них ра-
вен нулю. Если они оба неположительные, то

2(R− 2r)
√
R2 − 2Rr + 2R2 + 10Rr − r2 ≤ p2 ≤

≤ 2R2 + 10Rr − r2 − 2(R− 2r)
√
R2 − 2Rr.

Это означает, что R−2r = 0 и исходный треуголь-
ник является правильным [4]. В этом случае нера-
венство (4) очевидно. Если оба множители поло-
жительны, то

2R2 + 10Rr − r2 − 2(R− 2r)
√
R2 − 2Rr < p2 <

< 2R2 + 10Rr − r2 + 2(R− 2r)
√
R2 − 2Rr.

Следствие доказано.
Заметим, что равенство в одном из нера-

венств (4) возникает в случае, если исходный тре-
угольник является равнобедренным. В работе [5]
доказано, что

2R2+10Rr−r2−2(R−2r) cosϕ
√
R2 − 2Rr ≤ p2 ≤

≤ 2R2 + 10Rr− r2 + 2(R− 2r)
√
R2 − 2Rr cosϕ,

где ϕ = min {|α− β|, |α− γ|, |β − γ|}, а в работе [6]

доказано, что cos (∠ION) =
(2R2 + 10Rr − r2)− p2

2(R− 2r)
√
R2 − 2Rr

,

где исходный треугольник ABC не является пра-
вильным, I — центр вписанной окружности, O —
центр описанной окружности, а N — точка Нагеля
треугольника ABC. Другие доказательства фун-
даментального неравенства треугольника мож-
но посмотреть в [7–10].

Авторы выражают благодарность рецензенту
за внимательное прочтение рукописи статьи и по-
лезные замечания.
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