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Вопрос о восстановлении (псевдо)риманова мно-
гообразия по заданному оператору Риччи изучался 
в работах многих математиков. Данная задача была 
решена О. Ковальским и С. Никшевич для случая 
трехмерных локально однородных римановых мно-
гообразий. В случае трехмерных локально однород-
ных лоренцевых многообразий известна работа Дж. 
Кальварусо и О. Ковальского, в которой найден ответ 
на выше поставленный вопрос.

В четырехмерном случае подобные исследования 
проводились лишь в случае групп Ли с левоинвари-
антной римановой метрикой. В работах А.Г. Кремлева 
и Ю.Г. Никонорова определены возможные сигнату-
ры собственных значений оператора Риччи, одна-
ко вопрос о восстановлении четырехмерной группы 
Ли с левоинвариантной римановой метрикой по за-
данному оператору Риччи остается открытым.

Данная работа посвящена изучению собственных 
значений оператора Риччи на четырехмерных локально 
однородных (псевдо)римановых многообразиях с четы-
рехмерной подгруппой изотропии. Приведен алгоритм 
вычисления собственных значений оператора Риччи. 
Доказана теорема о восстановлении таких многообра-
зий по заданному оператору Риччи. Установлено, что это 
возможно лишь в случае, когда предписанный опера-
тор диагонализируем и имеет единственное собствен-
ное значение кратности четыре.

Ключевые слова: локально однородные (псевдо)рима-
новы многообразия, оператор Риччи, алгебры Ли.

The problem of restoring a (pseudo)Riemannian mani-
fold from a given Ricci operator was studied in the papers 
of many mathematicians. This problem was solved by 
O. Kowalski and S. Nikcevic for the case of three-di-
mensional locally homogeneous Riemannian manifolds. 
The work of G. Calvaruso and O. Kowalski contains 
the answer to the question above for the case of three -di-
mensional locally homogeneous Lorentzian manifolds.

For the four-dimensional case, similar studies were 
carried out only in the case of Lie groups with a left-in-
variant Riemannian metric. The works of A.G. Kremlyov 
and Yu.G. Nikonorov presented the possible signatures 
of the eigenvalues of the Ricci operator. However, the ques-
tion of recovering a four-dimensional Lie group with 
a left-invariant Riemannian metric from a given Ricci ope-
rator remains open.

This paper is devoted to the study of the eigenvalues 
of the Ricci operator on four-dimensional locally homo-
geneous (pseudo)Riemannian manifolds with a four-di-
mensional isotropy subgroup. An algorithm for calculat-
ing the eigenvalues of the Ricci operator is presented. 
A theorem on the restoration of such manifolds from 
a given Ricci operator is proved. It is established that such 
possibility can happen only in the case when the pres-
cribed operator is diagonalizable and has a unique eigen-
value of multiplicity four.

Key words: locally homogeneous (pseudo)Riemannian 
manifolds, Ricci operator, Lie algebras.
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Вопрос о восстановлении (псевдо)риманова
многообразия по заданному оператору Риччи изу-
чался в работах многих математиков. Данная за-
дача была решена О. Ковальским и С. Никшевич
для случая трехмерных локально однородных ри-
мановых многообразий. В случае трехмерных ло-
кально однородных лоренцевых многообразий из-
вестна работа Дж. Кальварусо и О. Ковальского,
в которой найден ответ на выше поставленный во-
прос.

В четырехмерном случае подобные исследова-
ния проводились лишь в случае групп Ли с ле-
воинвариантной римановой метрикой. В работах
А.Г. Кремлева и Ю.Г. Никонорова определены
возможные сигнатуры собственных значений опе-
ратора Риччи, однако вопрос о восстановлении че-
тырехмерной группы Ли с левоинвариантной ри-
мановой метрикой по заданному оператору Риччи
остается открытым.

Данная работа посвящена изучению собствен-
ных значений оператора Риччи на четырехмер-
ных локально однородных (псевдо)римановых
многообразиях с четырехмерной подгруппой изо-
тропии. Приведен алгоритм вычисления собствен-
ных значений оператора Риччи. Доказана теорема
о восстановлении таких многообразий по задан-
ному оператору Риччи. Установлено, что это воз-
можно лишь в случае, когда предписанный опе-
ратор диагонализируем и имеет единственное соб-
ственное значение кратности четыре.

Ключевые слова: локально однородные (псев-
до)римановы многообразия, оператор Риччи, ал-
гебры Ли.
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The problem of restoring a (pseudo)Riemannian
manifold from a given Ricci operator was studied
in the papers of many mathematicians. This prob-
lem was solved by O. Kowalski and S. Nikcevic for
the case of three-dimensional locally homogeneous
Riemannian manifolds. In the case of three-dimen-
sional locally homogeneous Lorentzian manifolds,
the work of G. Calvaruso and O. Kowalski is known,
in which the answer to the above question is found.

In the four-dimensional case, similar studies were
carried out only in the case of Lie groups with
a left-invariant Riemannian metric. In the works
of A.G. Kremlyov and Yu.G. Nikonorov possible
signatures of the eigenvalues of the Ricci operator
were determined, however, the question of recover-
ing a four-dimensional Lie group with a left-invariant
Riemannian metric from a given Ricci operator re-
mains open.

This paper is devoted to the study of the eigen-
values of the Ricci operator on four-dimensional lo-
cally homogeneous (pseudo)Riemannian manifolds
with a four-dimensional isotropy subgroup. An al-
gorithm for calculating the eigenvalues of the Ricci
operator is presented. A theorem on the restora-
tion of such manifolds from a given Ricci operator
is proved. It was established that this is possible
only in the case when the prescribed operator is diag-
onalizable and has a unique eigenvalue of multiplicity
four.

Key words: locally homogeneous (pseudo)Rieman-
nian manifolds, Ricci operator, Lie algebras.

Введение. Задача об установлении связей
между топологией и кривизной риманова много-
образия является одной из важных проблем ри-

мановой геометрии. Связь между кривизной Рич-
чи, одномерной кривизной и топологией однород-
ного риманова пространства изучалась в работах
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Дж. Милнора [1], В.Н. Берестовского [2], Ю.Г. Ни-
конорова, Е.Д. Родионова и В.В. Славского [3].

Спектр оператора кривизны Риччи левоинва-
риантных римановых метрик на группах Ли ис-
следовался Дж. Милнором [1]. В случае трех-
мерных групп Ли с левоинвариантной римано-
вой метрикой им были найдены возможные сиг-
натуры оператора Риччи. Позднее О. Ковальский,
С. Никшевич решили задачу о предписанных зна-
чениях спектра оператора Риччи на трехмерных
метрических группах Ли, а также трехмерных ри-
мановых локально однородных пространствах [4].

В случае левоинвариантных лоренцевых мет-
рик на группах Ли известна работа Дж. Кальва-
русо, О. Ковальского [5], в которой исследуется
задача о существовании трехмерной группы Ли
с левоинвариантной лоренцевой метрикой и за-
данным оператором Риччи.

В четырехмерном случае подобные исследова-
ния проводились лишь в случае групп Ли с ле-
воинвариантной римановой метрикой. В работах
А.Г. Кремлева и Ю.Г. Никонорова [6,7] определе-
ны возможные сигнатуры собственных значений
оператора Риччи, однако вопрос о восстановле-
нии четырехмерной группы Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой по заданному оператору
Риччи остается открытым.

Отметим, что подобные результаты для опе-
раторов одномерной и секционной кривизны
на трехмерных локально однородных (псевдо)ри-
мановых многообразиях были получены в рабо-
тах [8–11].

1. Определения и предварительные
сведения. Пусть (M = G/H, g) — четырех-
мерное локально однородное (псевдо)риманово
многообразие с четырехмерной подгруппой изо-
тропии, ∇ — связность Леви – Чивита. Оператор
Риччи ρ определим равенством

g (ρ (X) , Y ) = tr
(
Z �→ [∇Z ,∇X ]Y +∇[X,Z]Y

)
,

где X, Y , Z — векторные поля на M .
Классификация четырехмерных локально

однородных (псевдо)римановых многообразий
с нетривиальной подгруппой изотропии была
полученна в работе [12]. Далее мы будем ссы-
латься на случаи из данной классификации
по их номеру. Например, перечислим номе-
ра всех четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с четырехмер-
ной подгруппой изотропии, которые приведены
в данной классификации: 4.11.1, 4.12.1, 4.21.1,
4.21.2, 4.22.1, 4.22.2, 4.22.3, 4.23.1, 4.23.2, 4.31.1,
4.31.2.

В соответствии с результатами работы [13],
многообразия 4.11.1, 4.12.1, 4.21.2, 4.22.3, 4.23.2,
4.31.2 являются плоскими для любой инвариант-
ной (псевдо)римановой метрики на них, а мно-
гообразие 4.31.1 имеет нулевой тензор Риччи

для любой инвариантной (псевдо)римановой мет-
рики на нем. Следовательно, собственные значе-
ния оператора Риччи на данных многообразиях
всегда равны нулю, а оператор Риччи всегда име-
ет диагональный вид. В силу вышесказанного да-
лее мы будем рассматривать лишь нетривиальные
случаи 4.21.1, 4.22.1, 4.22.2 и 4.23.1.

Далее приведем математическую модель, поз-
воляющую вычислять компоненты оператора
Риччи ρ на локально однородных (псевдо)рима-
новых многообразиях с нетривиальной подгруп-
пой изотропии (см., например, [14]).

Пусть g — алгебра Ли группы изометрий G,
h — алгебра Ли подгруппы изотропии H, m —
дополнение к h до алгебры g. Пусть dim h = h
и dimm = m (в нашем случае h = 4, m = 4).
Зафиксируем базис {e1, . . . , eh, u1, u2, . . . , um} ал-
гебры g, где {ei} и {ui} — базисы h и m соответ-
ственно.

Положим

[ui, uj ]m = ckijuk, [ui, uj ]h = Ck
ijek,

[hi, uj ]m = c̄kijuk,

где ckij , Ck
ij и c̄kij — массивы соответствующих раз-

меров.
Представление изотропии ψ на базисных век-

торах h задается равенством

(ψi)
k
j = (ψ (ei))

k
j = c̄kij , (1)

тогда условие инвариантности метрического тен-
зора g имеет вид:

(ψi)
t · g + g · ψi = 0, i = 1, . . . , h, (2)

где (ψi)
t — транспонированная матрица.

Компоненты связности Леви – Чивита ∇ вы-
ражаются через структурные константы и компо-
ненты метрического тензора:

Γk
ij =

1

2

(
ckij + gskclsjgil + gskclsigjl

)
,

Γ̄k
ij =

1

2
c̄kij −

1

2
gsk c̄lisgjl,

где ∇uiuj = Γk
ijuk, ∇eiuj = Γ̄k

ijuk и
{
gij

}
— мат-

рица, обратная к матрице {gij}.
Компоненты тензора кривизны R и тензора

Риччи r можно вычислить с помощью следующих
формул:

Rijks =
(
Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk + Cl

ijΓ̄
p
lk

)
gps,

rik = Rijksg
js.

После этого компоненты оператора Риччи ρ вы-
числяются следующим образом:

ρji = rkig
kj .
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Таблица 1
Собственные значения оператора Риччи на четырехмерных локально однородных (псевдо)римановых

многообразиях с четырехмерной подгруппой изотропии

№ Сигнатура метрического тензора Собственные значения оператора Риччи
4.11.1 (2,2) при любом α2,4 �= 0 0, 0, 0, 0
4.12.1 (3,1) при любом α4,4 > 0 0, 0, 0, 0
4.21.1 (2,2) при любом α2,4 �= 0 − 6

α2,4
,− 6

α2,4
,− 6

α2,4
,− 6

α2,4

4.21.2 (2,2) при любом α2,4 �= 0 0, 0, 0, 0
4.22.1 (4,0) при любом α4,4 > 0 6

α4,4
, 6
α4,4

, 6
α4,4

, 6
α4,4

4.22.2 (4,0) при любом α4,4 > 0 − 6
α4,4

,− 6
α4,4

,− 6
α4,4

,− 6
α4,4

4.22.3 (4,0) при любом α4,4 > 0 0, 0, 0, 0
4.23.1 (2,2) при любом α2,4 �= 0 − 6

α2,4
,− 6

α2,4
,− 6

α2,4
,− 6

α2,4

4.23.2 (2,2) при любом α2,4 �= 0 0, 0, 0, 0
4.31.1 (2,2) при любом α2,4 �= 0 0, 0, 0, 0
4.31.2 (2,2) при любом α2,4 �= 0 0, 0, 0, 0

2. Основной результат. Используем вы-
шеприведенный алгоритм для вычисления компо-
нент оператора Риччи.

Теорема 1. Пусть (G/H, g) — четырехмер-
ное локально однородное (псевдо)риманово мно-
гообразие с четырехмерной подгруппой изотро-
пии. Тогда оператор ρ для каждого возможного
случая имеет диагональный вид. Кроме того, опе-
ратор Риччи имеет собственные значения, приве-
денные в таблице.

Доказательство. Подробно рассмотрим слу-
чай 4.21.1. Скобки Ли, определяющие алгебру Ли
группы изометрий, в данном случае имеют вид:

[e1, e3] = 2e3, [e1, e4] = −2e4, [e1, u1] = u1,

[e1, u2] = −u2, [e1, u3] = −u3, [e1, u4] = u4,

[e2, u1] = u1, [e2, u2] = u2, [e2, u3] = −u3,

[e2, u4] = −u4, [e3, e4] = e1, [e3, u2] = u1,

[e3, u3] = −u4, [e4, u1] = u2, [e4, u4] = −u3,

[u1, u3] = e1 + 3e2, [u1, u4] = 2e3,

[u2, u3] = 2e4, [u2, u4] = −e1 + 3e2,

где {e1, e2, e3, e4} и {u1, u2, u3, u4} — базисы h и
m соответственно. Представление изотропии (1)
имеет вид:

ψ1 =



1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 ψ2 =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




ψ3 =



0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0


 ψ4 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0


 .

Пусть компоненты инвариантного метрическо-

го тензора заданы следующим образом

g =



α1,1 α1,2 α1,3 α1,4

α1,2 α2,2 α2,3 α2,4

α1,3 α2,3 α3,3 α3,4

α1,4 α2,4 α3,4 α4,4


 .

Тогда система уравнений (2) имеет вид:

α1,1 = 0, α1,2 = 0, α1,4 = 0, α2,2 = 0,

α2,3 = 0, α3,3 = 0, α3,4 = 0, α4,4 = 0,

α2,4 − α1,3 = 0.

Решая данную систему уравнений, получим, что
инвариантный метрический тензор имеет вид:

g =




0 0 α2,4 0
0 0 0 α2,4

α2,4 0 0 0
0 α2,4 0 0


 .

Отметим, что данный метрический тензор имеет
нейтральную сигнатуру (2, 2) и в силу невырож-
денности метрического тензора α2,4 �= 0.

Далее вычислим символы Кристоффеля Γk
ij и

Γ̄k
ij . В данном случае все Γk

ij равны нулю, а нетри-
виальные Γ̄k

ij имеют вид:

Γ̄1
11 = 1, Γ̄1

21 = 1, Γ̄1
32 = 1, Γ̄2

12 = −1,

Γ̄2
22 = 1, Γ̄2

41 = 1, Γ̄3
13 = −1, Γ̄3

23 = −1,

Γ̄3
44 = −1, Γ̄4

14 = 1, Γ̄4
24 = −1, Γ̄4

33 = −1.

Теперь мы можем вычислить компоненты тен-
зора Римана R. Нетривиальные элементы приве-
дены ниже:

R1313 = R2424 = 4α2,4, R1324 = R2314 = 2α2,4.

Далее, тензор Риччи r имеет вид:

r =




0 0 −6 0
0 0 0 −6
−6 0 0 0
0 −6 0 0


 ,

9
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а оператор Риччи:

ρ =




− 6
α2,4

0 0 0

0 − 6
α2,4

0 0

0 0 − 6
α2,4

0

0 0 0 − 6
α2,4


 .

Таким образом, оператор Риччи имеет диагональ-
ный вид с собственными значениями на главной
диагонали.

Вычисления для оставшихся случаев прово-
дятся аналогично. �

Как следствие вышеприведенной теоремы по-
лучим следующую.

Теорема 2. Пусть (G/H, g) — четырехмер-
ное локально однородное (псевдо)риманово мно-
гообразие с четырехмерной подгруппой изотро-

пии. Тогда оператор ρ может быть оператором
Риччи многообразия (G/H, g) для некоторой ин-
вариантной метрики тогда и только тогда, когда
оператор ρ диагонализируем и имеет одно соб-
ственное значение кратности 4. При этом, если до-
полнительно потребовать, что g — лоренцева мет-
рика (сигнатуры (3,1)), то оператор ρ обязан быть
нулевым. Другие сигнатуры метрического тензо-
ра не накладывают дополнительных ограничений
на оператор ρ.

Заключение. Полученные в данной работе
теоремы и разработанные мотоды позволяют ре-
шить задачу о восстановлении четырехмерного
локально однородного (псевдо)риманова многооб-
разия с подгруппой изотропии произвольной раз-
мерности по предписанному оператору Риччи.
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