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В работе рассматривается двумерная матема-
тическая модель фильтрации вязкой несжимаемой 
жидкости в деформируемой пористой среде. В ос-
нову модели положены уравнения сохранения мас-
сы для жидкой и твердой фаз, закон Дарси, реоло-
гическое соотношение для пористой среды и закон 
сохранения баланса сил. В данной статье уравнение 
баланса сил берется в полном виде, т.е. учитываются 
вязкие и упругие свойства среды. Целью работы яв-
ляется численное исследование модельной началь-
но-краевой задачи. В пункте 1 даны постановка зада-
чи и краткий обзор литературы по близким к данной 
теме работам. В пункте 2 проводится преобразование 
исходной системы уравнений. В случае медленных те-
чений, когда конвективным слагаемым можно прене-
бречь, возникает система, состоящая из параболиче-
ского уравнения второго порядка для эффективного 
давления среды и уравнения первого порядка для по-
ристости. В пункте 3 предложен алгоритм численно-
го решения полученной начально-краевой задачи. 
Для численной реализации используется схема пере-
менных направлений для уравнения теплопроводно-
сти с переменными коэффициентами, а также схема 
Рунге — Кутты четвертого порядка аппроксимации.

Ключевые слова: фильтрация, пористость, вязкость, 
численные методы, разностная схема, аппроксимация.

The paper considers a two-dimensional mathemat-
ical model of filtration of a viscous incompressible flu-
id in a deformable porous medium. The model is based 
on the equations of conservation of mass for liquid and 
solid phases, Darcy’s law, the rheological relationship for 
a porous medium, and the law of conservation of the ba-
lance of forces. In this article, the equation of the balance 
of forces is taken in full form, i.e. the viscous and elastic 
properties of the medium are taken into account. The aim 
of the work is a numerical study of a model initial-bounda-
ry value problem. Section 1 gives a statement of the prob-
lem and a brief review of the literature on works related 
to this topic. In item 2, the original system of equations is 
transformed. In the case of slow flows, when the convec-
tive term can be neglected, a system arises that consists 
of a second-order parabolic equation for the effective pres-
sure of the medium and the first-order equation for po-
rosity. Section 3 proposes an algorithm for the numerical 
solution of the resulting initial-boundary value problem. 
For the numerical implementation, a variable direction 
scheme for the heat equation with variable coefficients 
is used, as well as the Runge — Kutta scheme of the fourth 
order of approximation.

Key words: filtration, porosity, viscosity, numerical met-
hods, difference scheme, approximation.
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В работе рассматривается двумерная матема-
тическая модель фильтрации вязкой несжимае-
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дана постановка задачи и краткий обзор литера-
туры по близким к данной теме работам. В пунк-
те 2 проводится преобразование исходной систе-
мы уравнений. В случае медленных течений, ко-
гда конвективным слагаемым можно пренебречь,
возникает система, состоящая из параболическо-
го уравнения второго порядка для эффективно-
го давления среды и уравнения первого порядка
для пористости. В пункте 3 предложен алгоритм
численного решения полученной начально - крае-
вой задачи. Для численной реализации использу-
ется схема переменных направлений для уравне-
ния теплопроводности с переменными коэффици-
ентами, а так же схема Рунге - Кутты четвертого
порядка аппроксимации.

Ключевые слова: фильтрация, пористость, вяз-
кость, численные методы, разностная схема, ап-
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The paper considers a two-dimensional
mathematical model of filtration of a viscous
incompressible fluid in a deformable porous medium.
The model is based on the equations of conservation
of mass for liquid and solid phases, Darcy’s law,
rheological relationship for a porous medium and
the law of conservation of the balance of forces. In
this article, the equation of the balance of forces
is taken in full form, i.e. the viscous and elastic
properties of the medium are taken into account.
The aim of the work is a numerical study of a model
initial - boundary value problem. Section 1 gives a
statement of the problem and a brief review of the
literature on works related to this topic. In item 2,
the original system of equations is transformed. In
the case of slow flows, when the convective term
can be neglected, a system arises that consists of
a second-order parabolic equation for the effective
pressure of the medium and a first-order equation
for porosity. Section 3 proposes an algorithm for the
numerical solution of the resulting initial - boundary
value problem. For the numerical implementation, a
variable direction scheme for the heat equation with
variable coefficients is used, as well as the Runge -
Kutta scheme of the fourth order of approximation.
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1. Введение. В работе изучается следую-
щая квазилинейная система уравнений составного
типа [1, 2]:

∂φρf
∂t

+∇ · (φ�vfρf ) = 0, (1)

∗Работа выполнена в рамках государственного задания
Министерства науки и высшего образования Российской
Федерации («Современные методы гидродинамики для за-
дач природопользования, индустриальных систем и поляр-
ной механики» тема, № FZMW-2020-0008 ).

∂ρs(1− φ)

∂t
+∇ · ((1− φ)�vsρs) = 0, (2)

φ(�vf − �vs) = −k(φ)(∇pf − ρf�g), (3)

∇ · �vs = −a1(φ)pe − a2(φ)(
∂pe

∂t + �vs · ∇pe), (4)
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ρtot�g+∇·
(
(1− φ)η

(
∂�vs
∂�x

+

(
∂�vs
∂�x

)∗))
−∇ptot = 0.

(5)
Здесь ρf , ρs, �vf , �vs — соответственно истинные

плотности и скорости жидкой и твердой фаз,
φ — пористость, pf , ps — соответственно давления
жидкой и твердой фаз, pe = ptot − pf – эффек-
тивное давление, ptot = φpf + (1 − φ)ps — общее
давление, ρtot = φρf +(1−φ)ρs — плотность двух-
фазной среды, �g = (0,−g) — вектор силы тяже-
сти; k(φ) = kφα/µ — коэффициент фильтрации,
k — проницаемость пористой среды, µ — динами-
ческая вязкость жидкости; a1(φ) = φm/η — коэф-
фициент объемной вязкости, η — динамическая
вязкость твердой фазы; a2(φ) = φbβφ — коэффи-
циент объемной сжимаемости, βφ — коэффициент
сжимаемости пор; m ∈ [0, 2], b = 1/2, α = 3 — па-
раметры среды. Плотности жидкой и твердой фаз
считаются постоянными. Задача записана в эйле-
ровых координатах (x, y, t) ∈ QT .

Модель, представленная в работе, может быть
применима для описания процессов фильтрации
жидкостей в пористых средах, например: движе-
ние магмы в земной коре, движение грунтовых
вод, нефти и газа [2–5]. В настоящей работе пори-
стость является искомой функцией.

Близкие по структуре системы уравнений рас-
сматривались в работах [6–14]. В работе [6]
выполнено численное решение неизотермической
фильтрации вязкой несжимаемой жидкости. В [7]
для системы уравнений одномерного нестацио-
нарного движения жидкости в теплопроводной
вязкой пористой среде доказана разрешимость
начально-краевой задачи. В работе [8] проведено
численное исследование одномерной изотермиче-
ской задачи фильтрации жидкости. В [9] пред-
ложен алгоритм численного решения начально-
краевой задачи в неизотермическом случае. Во-
просы обоснования моделей фильтрации в дефор-
мируемой пористой среде в модельных случаях
исследованы в [15–18].

2. Постановка начально-краевой зада-
чи. Из (1) и (2) следует уравнение

∇ · (φ(�vf − �vs) + �vs) = 0,

которое с помощью закона Дарси (3) и реологиче-
ского соотношения (4) сводится к уравнению для
нахождения pf

∇ · (k(φ)(∇pf − ρf�g)) =

= −a1(φ)(ptot − pf )− a2(φ)
d(ptot − pf )

dt
.

Используя реологическое соотношение (4) и за-
кон сохранения массы для твердой фазы, получим
следующее уравнение для ptot

1

1− φ

dφ

dt
= −a1(φ)(ptot − pf )− a2(φ)

d(ptot − pf )

dt
.

Уравнение для нахождения пористости можно
представить в виде

1

1− φ

dφ

dt
= ∇ · �vs,

и, наконец, уравнение для нахождения �vs имеет
вид (5). Здесь d/dt = ∂/∂t + �vs · ∇. Предполо-
жим, что скорость течения твердой фазы прене-
брежимо мала, тогда d/dt ∼ ∂/∂t и (1)–(5) сводит-
ся к следующей системе уравнений для нахожде-
ния эффективного давления и пористости соот-
ветственно:

∇·(k(φ)(−∇pe+(1−φ)�g∆ρ)) = −a1(φ)pe−a2(φ)
∂pe
∂t

,

(6)

1

1− φ

∂φ

∂t
= −a1(φ)pe − a2(φ)

∂pe
∂t

, (7)

где ∆ρ = ρs − ρf . Система (6)–(7) решается в об-
ласти (x, y, t) ∈ QT = Ω1 × Ω2 × (0, T ), Ω1 =
(0, L),Ω2 = (0, H), Ω ∈ R2 при следующих началь-
ных и краевых условиях:

pe(x, y, 0) = p0e(x, y), φ(x, y, 0) = φ0(x, y),

∂pe
∂x

|x=0,x=L= 0, pe |y=0= P, pe |y=H= Pатм.

Перейдем к безразмерным переменным x′ =
x/L∗, y′ = y/H∗, t′ = t/T ∗, p′e = pe/P

∗, следова-
тельно, область изменения x′, y′, t′ есть единич-
ный отрезок [0, 1] и система уравнений (6)–(7)
примет следующий вид:

e(φ, pe) + a(φ)
∂pe
∂t

=

=
∂

∂x

(
b(φ)

∂pe
∂x

)
+

∂

∂y

(
c(φ)

∂pe
∂y

)
+

∂d(φ)

∂y
, (8)

∂φ

∂t
= (−φmpe − ωφb ∂pe

∂t
)(1− φ) = F (φ, pe), (9)

где a(φ) = βφb, b(φ) = φα, c(φ) =
εφα, d(φ) = εφα(1 − φ), e(φ, pe) = λφmpe.
β = L2βφµP

∗/(kη), ε = L2/H2, λ = L2µ/(kη), ω =
βφP

∗ — безразмерные параметры. Масшта-
бы времени и давления принимают вид
T ∗ = η

P∗ , P
∗ = H∗g∆ρ.

Если b = 1 и m = 1, то из (9) вытекает следу-
ющее представление для пористости

3

1.
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φ

1− φ
=

φ0

1− φ0
exp(−

∫ t

0

pe(x, y, τ)dτ−

−ω(pe(x, y, t)− p0e(x, y))),

гарантирующее выполнение физического принци-
па максимума 0 < φ < 1 при φ0 ∈ (0, 1) и доста-
точной гладкости pe.

3. Численное исследование. В этом раз-
деле предлагается неявная разностная дискре-
тизация уравнений (8)–(9). В области [0, 1] ×
[0, 1]×[0, 1] построим равномерную сетку ω̄hxhyτ =
ω̄hx × ω̄hy × ω̄τ : ω̄hx = {xi = ihx, i =
0, 1, ...Nx, Nxhx = 1}, ω̄hy

= {yj = jhy, j =
0, 1, ...Ny, Nyhy = 1}, ω̄τ = {tn = nτ, n =
0, 1, ...M, Mτ = 1}, hx, hy — шаги по простран-
ственным координатам, τ — шаг по времени.

Численные решения в узлах сетки (xi, yj , tn)
обозначаются через φn

i,j = φ(xi, yj , tn), pni,j =
pe(xi, yj , tn). Следуя [19, 20], уравнения (8) и (9)
приближаются схемой переменных направлений
и схемой Рунге – Кутты четвертого порядка точ-
ности. В результате получаем систему разностных
уравнений:

ani,j
p
n+1/2
i.j −pn

i,j

0.5τ = ∧xxp
n+1/2
i,j + ∧yyp

n
i,j + fn

i,j ,

p
n+1/2
1,j −p

n+1/2
0,j

hx
= 0,

p
n+1/2
Nx,j −p

n+1/2
Nx−1,j

hx
= 0,

i = 1, ...Nx − 1, j = 1, ...Ny − 1,
(10)

ani,j
pn+1
i.j −p

n+1/2
i,j

0.5τ = ∧xxp
n+1/2
i,j + ∧yyp

n+1
i,j + fn

i,j ,

pn+1
i,0 = P, pn+1

i,1 = Pатм,

pn+1
0,j = pn+1

1,j , pn+1
Nx,j

= pn+1
Nx−1,j ,

i = 1, ...Nx − 1, j = 1, ...Ny − 1,

(11)

φn+1
i,j − φn

i,j

τ
=

1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (12)

где операторы ∧xxp
n+1/2
i,j и ∧yyp

n+1
i,j аппроксими-

руются следующим образом:

∧xxp
n+0.5
i,j =

=

[
bni+0.5,j

pn+0.5
i+1,j − pn+0.5

i,j

h2
x

− bni−0.5,j

pn+0.5
i,j − pn+0.5

i−1,j

h2
x

]
,

∧yyp
n+1
i,j =

=

[
cni,j+0.5

pn+1
i,j+1 − pn+1

i,j

h2
y

− cni,j−0.5

pn+1
i,j − pn+1

i,j−1

h2
y

]
,

bni+0.5,j =
bni,j + bni+1,j

2
, bni−0.5,j =

bni,j + bni−1,j

2
,

cni,j+0.5 =
cni,j + cni,j+1

2
, cni,j−0.5 =

cni,j + cni,j−1

2
,

k1 = F (φn
i,j , p

n
i,j), k2 = F (φn

i,j + τk1/2, p
n
i,j),

k3 = F (φn
i,j + τk2/2, p

n
i,j), k4 = F (φn

i,j + τk3, p
n
i,j).

Здесь fn
i,j = (dni,j+1 − dni,j−1)/2hy − eni,j , a

n
i,j =

β(φn
i,j)

b, bni,j = (φn
i,j)

α, cni,j = ε(φn
i,j)

α, dni,j =
ε(φn

i,j)
α(1− φn

i,j), e
n
i,j = λ(φn

i,j)
mpni,j .

Каждый из дробных шагов реализуется про-
гонками [21]. На первом шаге для вычисления
p
n+1/2
i,j используется продольная прогонка (про-

гонка по x при каждом фиксированном j =
1, ..., Ny − 1 ), а на втором шаге с помощью попе-
речной прогонки находим pn+1

i,j . Для нахождения
p1i,j по схемам (10) и (11) используется p0i,j и φ0

i,j .
Далее по схеме (12) находим пористость на сле-
дующем временном слое. Повторяем алгоритм M
раз для нахождения искомых функций на всем
временном интервале.

Тестирование численного алгоритма для рас-
сматриваемых разностных схем проводилось на
последовательностях сеток. Также для провер-
ки численной реализации был произведен расчет
уравнения (8) по явной схеме с шагами hx = hy =
0.01 и шагом τ = 10−5. Численные эксперименты
показали незначительную разницу в полученных
значениях искомых величин.

Предполагается, что на глубине H м под зем-
лей эффективное давление среды намного боль-
ше, чем на поверхности. В качестве твердой фа-
зы и жидкости рассматриваются грунт и вода
соответственно со следующими значениями вели-
чин [1, с. 563]: η = 1010 Па · с, βφ = 10−8 Па−1,
k = 10−8 м2, L = 50 м, H = 1000 м, µ = 8.9 · 10−4

Па · c, g = 10 м/с2, ρs = 2 · 103 кг/м3 ρf = 1000
кг/м3, b = 1/2, α = 3,m = 1. Тогда P ∗ = 107 Па
и T ∗ = 1000 c. Начальное условие для pe возьмем
равным p0e = P (1− y) + Pатмy.

Положим P = APатм/P
∗, где Pатм = 101325

Па — атмосферное давление. Рассмотрим зависи-
мость изменения пористости от параметра A. По-
ложим A = 1, тогда давления на границах

4
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Рис. 1. Пористость при t = 1, A = 1, φ0 = 0.4

рассматриваемой области Ω2 равны, следователь-
но пористость при t = 1 здесь практически не
меняется от начального значения (рис. 1).

Пусть A = 100. Тогда пористость на нижней
границе y = 0 области Ω2 уменьшается. Связано
это, по-видимому, с тем, что под действием боль-
шого давления поры грунта уменьшаются в раз-
мерах (рис. 2).

Рис. 2. Пористость при t = 1, A = 100, φ0 = 0.4

И, наконец, при A = 300 на нижней границе
области Ω2 в силу большого давления наблюда-
ется максимальное уплотнение грунта, следова-
тельно, его пористость в этой области минималь-
на (рис. 3).

Рис. 3. Пористость при t = 1, A = 300, φ0 = 0.4

Эффективное давление и пористость в различ-
ные моменты времени показаны на рис. 4 и 5. По-
ристость при t = 1, x = 1 при различных значени-
ях параметра A представлена на рис. 6.

Рис. 4. Эффективное давление в различные моменты
времени при x = 1, A = 300, φ0 = 0.4

Рис. 5. Пористость в различные моменты времени при
x = 1, A = 300, φ0 = 0.4

Рис. 6. Пористость при x = 1, t = 1, φ0 = 0.4
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Заключение. В работе проведено числен-
ное исследование двумерной задачи фильтрации
несжимаемой жидкости в деформируемой по-
ристой среде. Проведены расчеты с различны-
ми значениями эффективного давления среды
на глубине. В ходе расчетов выяснилось, что с
увеличением эффективного давления, пористость

грунта уменьшается.
Численный эксперимент выполнен на вычис-

лительном кластере ЦКП «Сибирский суперком-
пьютерный центр» (Вычислительный комплекс
РСК «Торнадо») согласно Плану мероприятий по
реализации соглашения между ИГиЛ СО РАН
и АлтГУ на 2020–2023 гг.
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