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Вводится понятие внутренней геометрии неголо-
номного многообразия Кенмоцу M, под которой по-
нимается совокупность тех свойств многообразия, 
которые зависят только от оснащения ⊥D  распреде-
ления D многообразия M, а также от параллельного 
перенесения векторов, принадлежащих распределе-
нию D вдоль кривых, касающихся этого распределе-
ния. Инвариантами внутренней геометрии неголо-
номного многообразия Кенмоцу являются: тензор 
кривизны Схоутена; 1-форма η, порождающая рас-
пределение D; производная Ли 

ξ
→L g  метрического тен-

зора g вдоль векторного поля ξ
→

; тензорное поле 
Схоутена — Вагнера P, компоненты которого в адап-
тированных координатах выражаются с помощью ра-
венств Γ=∂c c

ad n adP .  Доказывается, что так же, 
как и в случае многообразия Кенмоцу, тензор 
Схоутена — Вагнера многообразия M обращается 
в нуль. Отсюда, в частности, следует, что тензор 
Схоутена неголономного многообразия Кенмоцу 
обладает теми же формальными свойствами, 
что и тензор кривизны Римана. Доказывается, 
что альтернация тензора Риччи — Схоутена совпа-
дает с дифференциалом структурной формы. Это 
свойство тензора Риччи — Схоутена по существу 
используется при доказательстве основного резуль-
тата статьи: неголономное многообразие Кенмоцу 
не может нести на себе структуру η-Эйнштейнова 
многообразия.

Ключевые слова: неголономное многообразие Кен-
моцу, внутренняя связность, тензор Схоутена, η-Эйн-
штейново многообразие.

The concept of the intrinsic geometry of a nonholo-
nomic Kenmotsu manifold M is introduced. It is under-
stood as the set of those properties of the manifold that 
depend only on the framing ⊥D  of the distribution D 
of the manifold M, on the parallel transformation of vec-
tors belonging to the distribution D along curves tangent 
to this distribution. The invariants of the intrinsic geo-
metry of the nonholonomic Kenmotsu manifold are: 
the Schouten curvature tensor; 1-form η generating the dis-
tribution D; the Lie derivative 

ξ
→L g  of the metric tensor g 

along the vector field ξ
→

; Schouten — Wagner tensor field 
P, whose components in adapted coordinates are ex-
pressed using the equalities Γ=∂c c

ad n adP . It is proved that, 
as in the case of the Kenmotsu manifold, the Schouten — 
Wagner tensor of the manifold M vanishes. It follows 
that the Schouten tensor of a nonholonomic Kenmotsu 
mani-fold has the same formal properties as the Riemann 
curvature tensor. It is proved that the alternation 
of the Ricci — Schouten tensor coincides with the diffe-
rential of the structural form. This property of the Ricci — 
Schouten tensor is used in the proof of the main result 
of the article: a nonholonomic Kenmotsu manifold can-
not carry the structure of an η-Einstein manifold.

Key words: non-holonomic Kenmotsu manifold, interior 
connection, Schouten tensor, η-Einstein manifold.
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Введение 
Понятие неголономного многообразия Кенмоцу 

введено в работе [1]. Большой вклад в исследование 
геометрии многообразий Кенмоцу внесли В.Ф. Ки-
риченко и его ученики [2, 3]. Неголономное много-
образие Кенмоцу является естественным обобще-

нием классического многообразия Кенмоцу [4–6]. 
Наиболее распространенным способом обобщения 
многообразия Кенмоцу служит ослабление требова-
ний к его структурному эндоморфизму [3]. Другой 
способ обобщения многообразия Кенмоцу основы-
вается на увеличении числа структурных эндомор-
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физмов [7]. Естественность рассмотрения почти кон-
тактных метрических многообразий размерности 
n=4m+1, m≥1 с тремя структурными эндоморфизма-
ми подтверждается результатами, опубликованными 
в работах [8–10]. В работе [11] рассматривается слу-
чай многообразия размерности n=4m+3.

Нормальное почти контактное метрическое мно-
гообразие называется многообразием Кенмоцу, если 
dη=0, 2ηΩ= ΛΩd  [2, 3]. Условие dη=0 означает, что рас-
пределение многообразия Кенмоцу интегрируемо. 
Отказываясь от требования dη=0, получаем более ши-
рокий класс многообразий — неголономные много-
образия Кенмоцу. Интересной задачей является зада-
ча сравнения геометрических свойств указанных 
классов почти контактных метрических многообра-
зий. В работе рассматриваются простейшие приме-
ры многообразий Кенмоцу и неголономных много-
образий Кенмоцу. Уже из этих примеров видны 
принципиальные различия в строении основных ин-
вариантов внутренней геометрии изучаемых клас-
сов почти контактных метрических многообразий. 
Почти контактное метрическое многообразие назы-
вается η-Эйнштейновым многообразием, если вы-
полняется условие η η= + ⊗�r ag b , где �r  — тензор 
Риччи, a и b — гладкие функции. Хорошо известно, 
что в случае многообразия Кенмоцу, если b=const, 
то η-Эйнштейново многообразие Кенмоцу является 
многообразием Эйнштейна. В настоящей работе по-
казывается, что неголономное многообразие 
Кенмоцу не может нести на себе структ уру 
η-Эйнштейнова многообразия.

Основные сведения из геометрии неголоном-
ных многообразий Кенмоцу. Почти контактным мет-
рическим многообразием называется гладкое мно-
гообразие M нечетной размерности n=2m+1, m≥1 
с заданной на нем почти контактной метрической 

структурой ( , , , , )ξ η ϕ
�

M g  [4]. Здесь, в частности, η — 

1-форма и ξ
�

 — векторное поле, порождающие, соот-
ветственно, распределение : ker( )η=D D  и оснаще-

ние ⊥D  распределения : ( )ξ⊥ =
�

D D span . Гладкое 
распределение D называется распределением почти 
контактного метрического многообразия. Имеет ме-
сто разложение ⊥= ⊗TM D D . Почти контактное ме-
трическое многообразие называется нормальным, 

е с л и  в ы пол н яе тс я  ус лов ие  2 0ϕ η ξ+ ⊗ =
�

N d , 
где Nφ(X, Y)=[φX, φY]+φ2 [X, Y] – φ[φX, Y]– φ[X, φY] — 
тензор Нейенхейса эндоморфизма φ. 

Нормальное почти контактное метрическое мно-
гообразие M называется неголономным многообра-
зием Кенмоцу, если выполняется равенство 

2ηΩ= ΛΩd . Легко показать, что для многообразия M 
также выполняется условие 2( – )

ξ
η η= ⊗�L g g .

Для проведения необходимых вычислений удоб-
но использовать так называемые адаптированные ко-
ординаты. Карта k(xα) (α, β, γ=1, ... , n; a, b, c=1, ... , n–1) 
многообразия M называется адаптированной к рас-

пределению D, если ξ∂ =
�

n  [5]. Пусть P:TM→D — про-
ектор, определяемый разложением ⊥= ⊗TM D D , 
и k(xα) — адаптированная карта. Векторные поля 

Г( ) –∂ = =∂ ∂
�

n
aa a a nP e  порождают распределение 

: ( )⊥ =
��

aD D span e . Для неголономного поля базисов 

( ) ( , )α = ∂
� �

a ne e  в ы п о л н я е т с я  с о о т н о ш е н и е 

[ , ] 2ω= ∂
� �

a b ba ne e .  Из условия ( , ) 0ω ξ ⋅ =
�

 следует, 
что Г 0∂ =n

n a . Пусть ( )αk x  и '( )αk' x  — адаптирован-
ные карты, тогда получаем следующие формулы пре-
образования координат: xa=xa(xa), xn=xn+xn(xa). 
Равенство 2( – )

ξ
η η= ⊗�L g g  влечет полезное для даль-

нейшего координатное равенство 2∂ =n ab abg g .

Внутренней линейной связностью ∇ [6, 7] на поч-
ти контактном метрическом многообразии называ-
ется отображение Г Г Г: ( ) ( ) ( )∇ × →D D D , удовлетво-
ряющее следующим условиям:

1) 
1 2 1 2+∇ = ∇ + ∇f X f Y X Yf f , 2) ( )∇ = + ∇X XfY Xf Y f Y , 

3) ( )∇ + =∇ +∇X X XY Z Y Z,

где Г(D) — модуль допустимых векторных полей (век-
торных полей, в каждой точке принадлежащих рас-
пределению D). 

Внутренняя связность определяет дифференци-
рование допустимых тензорных полей [7]. Вот так, 
например, определяется ковариантная производная 
эндоморфизма 

Г: ( ) ( )– ( ), , (D)ϕ ϕ ϕ ϕ∇ =∇ ∇ ∈X X XY Y Y X Y .

Связность ∇ используется для задания параллель-
ного переноса допустимых векторов вдоль допустимых 
кривых. Коэффициенты внутренней линейной связ-

ности определяются из соотношения Г∇ =�
� �

a

c
b cabe

e e . 
Кручением и кривизной внутренней связности на-

зовем соответственно допустимые тензорные поля:

( , ) – – [ , ]=∇ ∇X YS X Y Y X P X Y , 
[ , ]( , ) – – – [ [ , ], ]=∇ ∇ ∇ ∇ ∇X Y Y X P X YR X Y Z Z Z Z P Q X Y Z ,

где –=Q I P , , , ( )∈ΓX Y Z D . Тензор R(X, Y)Z носит на-
звание тензора Схоутена. Компоненты тензора 
Схоутена в адаптированных координатах имеют сле-
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дующий вид [7]: [ ] [ ]2 2= Γ + Γ Γ� �
�d d d e

abc a b c a e b cR e . Будем ис-

пользовать следующие обозначения для связности 
и коэффициентов связности Леви-Чивиты тензора g: 

� �,
α
βγ∇ Γ . Пусть :ψ →D D  — эндоморфизм, определяе-

мый равенством ( , ) ( , )ω ψ=X Y g X Y . Имеет место сле-
дующее предложение [7].

Предложение. Коэффициенты связности Леви-
Чивиты неголономного многообразия Кенмоцу 
в адаптированных координатах имеют вид: 

� 1 ( – )
2

Γ = +
� � �c cd

ab b ad a bd d abg e g e g e g , � –ωΓ =
n
ab ba abg , � � δ ψΓ =Γ = +

b b b b
an na a a , � � 0

α
αΓ =Γ =

n
n nn . 

Учитывая, что внутреннюю связность ∇ поч-
ти контактного метрического многообразия 
м о ж н о  п о л у ч и т ь  с  п о м о щ ь ю  р а в е н с т в а 

�( )∇ = ∇XXY P Y , X, (D)∈ΓY , легко приходим к равен-
ствам  0, 0∇ = =g S . Коэффициенты внутренней ли-
нейной связности при этом находятся по формулам:

1 ( – )
2

Γ = +
� � �c cd

ab b ad a bd d abg e g e g e g .

Известно, что почти контактное метрическое мно-
гообразие M является многообразием Кенмоцу тогда 
и только тогда, когда 

�( ) – ( ) – ( , )ϕ η ϕ ϕ ξ∇ =
�

X Y Y X g X Y .
Аналогичный результат имеет место и в случае не-

голономного многообразия Кенмоцу.
Теорема 1. Почти контактное метрическое мно-

гообразие является неголономным многообразием 
Кенмоцу тогда и только тогда, когда 

� �   ( ) ( )( )( )–( ( , ) ( , ))ϕ η ϕ ξ ω ϕ ϕ ξ∇ = ∇ +�
� �

x XY Y X Y g X Y .

Доказательство. Пусть M — неголономное мно-
гообразие Кенмоцу. Воспользуемся следующим ра-
венством [12]:

�        (1)2 (( ) , ) 3( ( , , )– ( , , )) ( ( , ), )ϕ ϕ ϕ ϕ∇ = Ω Ω + +�
xg Y Z d X Y Z d X Y Z g N Y Z X

   (2) ( , ) ( ) 2( ( , ) ( )– ( , ) ( ))η η ϕ η η ϕ η+ +N Y Z X d Y X Z d Z X Y .

Учитывая свойства неголономного многообразия Кенмоцу, последнее равенство переписываем в следу-
ющем виде:

�     (( ) , ) – ( ) ( , )– ( ) ( , ) 2( ( , ) ( )–ϕ η ϕ η ϕ η ϕ η∇ = +Xg Y Z Y g Z X Z g X Y d Y X Z  ( , ) ( ))η ϕ ηd Z X Y .

Полагая в последнем равенстве ξ=
�

Y , получаем: 

�  – ( , ) (( ) , )η ϕ ϕ ξ ϕ= ∇ +
�

Xd Z X g X Z .

Подставляя полученное выражение для диффе-
ренциала  ( , )η ϕd Z X  в предыдущую формулу, оконча-
тельно получаем характеристическое уравнение:

� �   ( ) ( )( )( )–( ( , ) ( , ))ϕ η ϕ ξ ω ϕ ϕ ξ∇ = ∇ +
� �

X XY Y X Y g X Y .

Обратно пусть в почти контактном метрическом 
многообразии выполняется характеристическое урав-
нение. Воспользуемся адаптированными координата-
ми. В результате получаем: 

1) 0
ξ
ϕ=�L , 2) 0ϕ∇ = , 3)   ( , ) ( , )ω ϕ ϕ ω=X Y X Y , 

4) 2∂ =n ab abg g .

Покажем, что это так. Рассмотрим случай, когда 
в характеристическом уравнении выполнена подста-
новка =

�
aX e , =

�
bY e . В этом случае, с одной стороны, 

0ϕ∇ = , а с другой — 2∂ =n ab abg g . Выполняя подста-

новку =∂nX , =
�

bY e , получаем условия 0
ξ
ϕ=�L , 

  ( , ) ( , )ω ϕ ϕ ω=X Y X Y .
Пример неголономного многообразия Кенмоцу. 
Пусть M=R3. ( )α∂  (α=1, 2, 3) — стандартный базис 

арифметического пространства. Определим на M 
1 - ф о р м у  η ,  п ол а г а я ,  3 2η= +dx x dx .  Пу с т ь 

  2
1 1 3 2 3 3 3– , , ξ=∂ ∂ =∂ = =∂

�� � �
e x e e ,  1 2( , )= ∂D Span e . 
О п р едел и м  ме т ри че с к и й  те н з о р ,  пола г а я 

   
32

1 1 2 2 3 3( , ) ( , ) , ( , ) 1= = =
� � � � � �xg e e g e e e g e e . Тем самым до-

биваемся выполнения равенства 2( – )
ξ

η η= ⊗�L g g . 

Структурный эндоморфизм зададим равенствами 
  1 2 2 1 2( ) , ( ) – , ( ) 0ϕ ϕ ϕ= = =

�� � � � �
e e e e e .
Отсюда непосредственно следует, что 0

ξ
ϕ=�L  и

   1 2 2 1 1 2( ( ), ( )) – ( , ) ( , )ω ϕ ϕ ω ω= =
� � � � � �
e e e e e e .

Последнее означает выполнение равенства 
  ( , ) ( , )ω ϕ ϕ ω=X Y X Y . 

Проводя непосредственные вычисления, убежда-
емся в том, что ненулевыми компонентами внутрен-
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ней связности являются следующие коэффициенты: 
1 2 1 2
11 21 22– –Γ =Γ = Γ = x . Отсюда, в частности, следует 

справедливость равенства 0ϕ∇ = . После необходи-
мых вычислений получаем: 2

212 –1=R . Если распреде-
ление  1 2( , )= ∂

�
D Span e  в многообразии M=R3 заменить 

на распределение  1 2( , )= ∂ ∂D Span , то получим при-
мер многообразия Кенмоцу, для которого коэффици-
енты внутренней связности равны нулю, и, следова-
тельно, равен нулю тензор Схоутена. 

2. Основные результаты. Пусть M — неголоном-
ное многообразие Кенмоцу. Имеет место следующая 
теорема.

Теорема 2. Неголономное многообразие Кенмоцу 
не может нести на себе структуру η-Эйнштейнова 
многообразия.

Доказательство. Найдем в адаптированных коор-
динатах необходимые для дальнейшего компоненты 
тензора кривизны �R связности Леви-Чивиты. Имеем:

( )( – )–( )( – )– 2 ( )δ ψ ω δ ψ ω ω δ ψ= + + + +�d d d d d d d d
abc abc a b cb cb b b ca ca ba c cR R g g ,

, –ω ψ ψ= + = ∇� �n d c c
anc ca da c nba b aR g R , 2ψ δ ψ ψ ψ=∂ + + +�c c c c c d

nba b b b d bR n .

Здесь d
abcR  — компоненты тензора Схоутена [7]: 

    [ , ]( , ) – – – [ [ , ], ], 1–=∇ ∇ ∇ ∇ ∇ =X Y Y X P X YR X Y Z Z Z Z P Q X Y Z Q P .

П у с т ь   ( , )�r X Y  —  т е н з о р  Р и ч ч и , 
   r( , ) tr( R( , ) , , , (D)= → ∈ΓX Z Y X Y Z X Y Z  — тензор 

Схоутена — Риччи [7]. В адаптированных координа-
тах получаем:

2 – 2 ω ω ψ ω ψ= + + +� d d
ac ac ca ca cd a ad cr r mg m ,

– ,ψ= = ∇� � b
an na b ar r

22 ( )ψ= +�nnr m tr .

Предположим, что неголономное многообразие 
Кенмоцу является η-Эйнштейновым многообразием. 
Тогда выполняется следующее равенство:

2 – 2 ω ω ψ ω ψ= + + + =
� d d
ac ac ac ca cd a ad c acr r mg m ag , или

(2 – ) 2 2 –ω ψ ω+ =d
ca cd a ca acm a g m r .

Левая часть последнего равенства зависит от ко-
ординаты xn, а правая — нет, что и доказывает тео-
рему. 

Заметим, что в отличие от классического случая 
многообразия Кенмоцу тензор Схоутена неголоном-
ного многообразия Кенмоцу в нуль не обращается. 
Это утверждение следует из известной формулы [7]:

[ ] 2 – –ω∇ ∇ = ∂ d d
e a bc ea n bc dc eab bd eacg g g R g R .
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