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Исследованию конформно киллинговых векторных 
полей посвящены работы многих математиков. Являясь 
естественным обобщением понятия векторных полей 
Киллинга, данные поля порождают алгебру Ли, соот-
ветствующую группе Ли конформных преобразова-
ний многообразия. Кроме того, они порождают класс 
локально конформно однородных (псевдо)римановых 
многообразий, которые изучались В.В. Славским 
и Е.Д. Родионовым. Другим важным приложением яв-
ляются солитоны Риччи, которые впервые были рассмо-
трены Р. Гамильтоном. Солитоны Риччи являются обоб-
щением эйнштейновых метрик на (псевдо)римановых 
многообразиях. Уравнение солитона Риччи изучалось 
на различных классах многообразий многими матема-
тиками. В частности, было найдено общее решение урав-
нения солитона Риччи на 2-симметрических лоренцевых 
многообразиях малой размерности, доказана разреши-
мость этого уравнения в классе 3-симметрических ло-
ренцевых многообразий. В случае постоянства констан-
ты Эйнштейна в уравнении солитона Риччи векторные 
поля Киллинга позволяют найти общее решение урав-
нения солитона Риччи, однако для различных значений 
константы Эйнштейна роль полей Киллинга играют кон-
формно киллинговы векторные поля.

В данной работе исследованы конформно киллин-
говы векторные поля на пятимерных 2-симметриче-
ских лоренцевых многообразиях. В локальных коор-
динатах, открытых А.С. Галаевым и Д.В. Алексеевским, 
описано общее решение конформного аналога урав-
нения Киллинга на пятимерных локально неразложи-
мых 2-симметрических лоренцевых многообразиях.

Ключевые слова: конформно киллинговы векторные поля, 
лоренцевы многообразия, k-симметрические пространства, 
киллинговы векторные поля, солитоны Риччи. 

The papers of many mathematicians are devoted 
to the study of conformally Killing vector fields. Being 
a natural generalization of the concept of Killing vector 
fields, these fields generate a Lie algebra corresponding 
to the Lie group of conformal transformations of the mani-
fold. Moreover, they generate the class of locally confor-
mally homogeneous (pseudo) Riemannian manifolds 
studied by V.V. Slavsky and E.D. Rodionov. Ricci soli-
tons, which R. Hamilton first considered, are another 
important area of research. Ricci solitons are a general-
ization of Einstein's metrics on (pseudo) Riemannian 
manifolds. The Ricci soliton equation has been studi-
ed on various classes of manifolds by many mathemati-
cians. In particular, a general solution of the Ricci soliton 
equation was found on 2-symmetric Lorentzian mani-
folds of low dimension, and the solvability of this equa-
tion in the class of 3-symmetric Lorentzian manifolds 
was proved. The Killing vector fields make it possible 
to find the general solution of the Ricci soliton equa-
tion in the case of the constancy of the Einstein con-
stant in the Ricci soliton equation. However, the role 
of the Killing fields is played by conformally Killing vector 
fields for different values of the Einstein constant.

In this paper, we investigate conformal Killing vec-
tor fields on 5-dimensional 2-symmetric Lorentzian 
manifolds. The general solution of the conformal ana-
log of the Killing equation on five-dimensional locally in-
decomposable 2-symmetric Lorentzian manifolds is de-
scribed in local coordinates, discovered by A.S. Galaev 
and D.V. Alekseevsky.

Key words: conformol Killing vector fields, Lorentzian 
manifolds, k-symmetric spaces, Killing vector fields, Ricci 
solitons.
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Конформно киллинговы векторные поля...

Введение. Векторные  поля  Киллинга  порож-
дают алгебру Ли группы движений многообразия 
и традиционно привлекают внимание математи-
ков.  Естественным  обобщением данных полей явля-
ются конформно киллинговы векторные поля, алгебра 
Ли которых соответствует группе конформных пре-
образований многообразия. В работах В.В. Славского 
и Е.Д. Родионова с помощью конформно  киллинго-
вых векторных полей было введено  понятие локаль-
но конформно однородных (псевдо)римановых мно-
гообразий, исследовалась их структура [1]. Другим 
важным приложением конформно киллинговых век-
торных полей являются солитоны Риччи, которые 
впервые были рассмотрены Р. Гамильтоном в резуль-
тате исследования потоков Риччи на многообразиях. 
Солитоны Риччи являются обобщением эйнштей-
новых метрик на (псевдо)римановых многообрази-
ях, и их уравнение изучалось на различных классах 
многообразий многими математиками. В частности, 
было найдено общее решение уравнения солитона 
Риччи на 2-симметрических лоренцевых многообра-
зиях малой размерности, доказана локальная разре-
шимость этого уравнения в классе 3-симметрических 
лоренцевых многообразий [2]. В случае постоянства 
константы Эйнштейна в уравнении солитона Риччи 
векторные поля Киллинга позволяют найти общее ре-
шение уравнения солитона Риччи, отвечающее дан-
ной константе [3].

Однако для различных значений константы 
Эйнштейна роль полей Киллинга играют конформ-
но киллинговы векторные поля. Поэтому возника-
ет потребность в их изучении. В данной работе ис-
следованы конформно киллинговы векторные поля 
на пятимерных 2-симметрических лоренцевых мно-
гообразиях. В локальных координатах, открытых А.С. 
Галаевым и Д.В. Алексеевским, описано общее реше-
ние конформного аналога уравнения Киллинга на пя-
тимерных локально неразложимых 2-симметрических 
лоренцевых многообразиях. Дана оценка размерности 
пространства этих полей. Приведем предварительные 
определения и факты.

1.  Основные опр еделения и о б означе-
ния. Определение.  Псевдоримановым много-
образием называется гладкое многообразие M, 
на котором задан гладкий невырожденный сим-
метричный метрический тензор g. Если мет-
рический тензор имеет сигнат уру (1,n − 1), 
то (M, g) называется лоренцевым многообразием. 
Определение. Псевдориманово многообразие 
(M, g) называется симметрическим порядка k, если

  –10, 0∇ = ∇ ≠k kR R ,

где k ≥ 1 и R — тензор кривизны (M, g).
Для римановых многообразий из условия ∇kR=0 

вытекает ∇R =0. Однако лоренцевы k-симметрические 
пространства существуют при всех k ≥ 2.

Локально неразложимые 1-симметрические ло-
ренцевы многообразия описаны Кахеном и Уоллахом 
в [4], 2-симметрические лоренцевы многообразия ис-
следованы в работах [5–7]. Отметим, что они являют-
ся многообразиями Уокера [8, 9].

Определение. Векторное поле K на (псевдо)ри-
мановом многообразии (M, g) называется полем 
Киллинга, если выполняется равенство

                               0=KL g ,                                        (1)

где KL g  — производная Ли метрического тензора вдоль 
поля K.

Определение. Векторное поле K на (псевдо)ри-
мановом многообразии (M, g) называется конформ-
но киллинговым векторным полем, если выполняет-
ся равенство

                            ( )=KL g f p g ,                                  (2)

где KL g  — производная Ли метрического тензора вдоль 
поля K, c ∈  M,а f (p) — гладкая вещественная функция 
на многообразии.

Из теоремы Ву (см. [10]) следует, что любое ло-
ренцево многообразие локально может быть пред-
ставлено в виде прямого произведения некоторого 
риманова многообразия (M1, g1) и локально неразло-
жимого  лоренцева многообразия (M2, g2). Все рассма-
триваемые  далее лоренцевы многообразия предпо-
лагаются локально неразложимыми.

С помощью теоремы А.С. Галаева и Д.В. Алек-
сеевского (см. [5]) можно выбрать систему локаль-
ных координат на M.

Теорема 1. Пусть (M, g) — неразложимое лорен-
цево многообразие размерности 5. Тогда (M, g) 2-сим-
метрично тогда и только тогда, когда локально суще-
ствуют координаты v, x1, x2, x3, u такие, что

где Hii1 — ненулевые действительные числа, а Hij0 — 
произвольные константы.
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∗Подстрочное примечание, содержащее информацию о
грантах, конкурсах, программах и др.
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g = 2dudv +

3∑
i=1

(dxi)2 + (H110(x
1)2

+ 2H120x
1x2 + 2H130x

1x3 +H220(x
2)2

+ 2H230x
2x3 +H330(x

3)2 +
3∑

i=1

(xi)2uHii1)du
2,

где Hii1 – ненулевые действительные числа, а Hij0

– произвольные константы.

2
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2. Конформно киллинговы векторные поля. 
Для решения уравнения конформно киллингова 
поля сначала построимчастное решение этого урав-
нения. Ограничимся случаем, когда f (p) — постоян-
ная функция.

Теорема 2. Векторное поле

1 2 3
1 2 3(2 )υ

υ
= + + + +

d d d dK f c fx fx fx
d dx dx dx

,

где c, f — некоторые постоянные, на 2-симметриче-
ском  пятимерном  неразложимом лоренцевом много-
образии M с метрикой

где Hii1 — ненулевые действительные числа, а Hij0 — 
произвольные константы, является конформно кил-
линговым.

Доказательство. Для системы координат из тео-
ремы 1 запишем уравнение LKg = fg, в результате по-
лучим систему:

где V (v, x1, x2, x3, u), Xi(v, x1, x2, x3, u), U(v, x1, x2, x3, u) — 
компоненты векторного поля K (i = 1, 2, 3).

Все уравнения, кроме последнего, очевидно, выпол-
нены, последнее уравнение выполнено, так как после 
подстановки значений V, Xi, U и рас крытия всех ско-
бок мы получаем уравнение

убедиться в справедливости которого не составляет 
труда. Теорема доказана.

Заметим, что в нашем случае любые два конформ-
но киллингова векторных поля отличаются на кил-
лингово. Поэтому для описания всех конформно 
киллинговых полей достаточно использовать общий 
вид киллингова поля, который устанавливает те-
орема 3 (см. [3]). Отметим, что неразложимые 2-сим-
метрические лоренцевы многообразия являются 
пр о с т ра нс тв ами Кахена  — Уоллах а  2+n

dCW  
при d=1.

Теорема 3. Пусть X — векторное поле Киллинга 
с координатами V (v, x1, ... , xn, u), Xj(v, x1, ... , xn, u), U(v, 
x1, ... , xn, u) (V ,Xj , U — гладкие функции), на обобщен-
ном многообразии Кахена — Уоллаха ( 2+n

dCW , g) раз-
мерности n+2 ≥ 4, с метрикой

Общее решение уравнения Киллинга имеет вид:

где c ∈  �  — произвольная константа, функции bi(u) 
определяются системой дифференциальных уравне-
ний 

..
bi(u) = aij(u)bj(u), (fik) — постоянная кососимме-

тричная матрица, коммутирующая с A = (aij). 
Размерность пространства полей Киллинга не мень-

ше 2n+1 и не больше 2n+1+ ( –1)
2

n n .

В нашемслучае aij(u) = Hij0 + Hij1u. Используя ут-
верждение теоремы 2 и теоремы 3 при n = 3, d = 1, 
получаем:

Теорема 4. Пусть X — конформно киллингово век-
торное поле с координатами V(v, x1, x2, x3, u), Xi(v, x1, 
x2, x3, u), U(v, x1, x2, x3, u) (V, Xj, U — гладкие функции, 
i = 1, 2, 3), на 2-симметрическом пятимерном нераз-
ложимом лоренцевом многообразии M с метрикой

Конформно киллинговы векторные поля

3. Конформно киллинговы векторные
поля. Для решения уравнения конформно кил-
лингова поля сначала построим частное реше-
ние этого уравнения. Ограничимся случаем, когда
f(p) - постоянная функция.

Теорема 2. Векторное поле

K = (2fv+c)
d

dv
+fx1 d

dx1
+fx2 d

dx2
+fx3 d

dx3
,

где c, f – некоторые постоянные, на 2-
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g = 2dudv +

3�
i=1

(dxi)2 + (H110(x
1)2

+ 2H120x
1x2 + 2H130x

1x3 +H220(x
2)2

+ 2H230x
2x3 +H330(x

3)2 +

3�
i=1

(xi)2uHii1)du
2,

где Hii1 – ненулевые действительные числа, а Hij0

– произвольные константы, является конформно
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убедиться в справедливости которого не составля-
ет труда. Теорема доказана.

Заметим, что в нашем случае любые два кон-
формно киллингова векторных поля отличаются
на киллингово. Поэтому для описания всех кон-
формно киллинговых полей достаточно использо-
вать общий вид киллингова поля, который уста-
навливает теорема 3 (см. [3]). Отметим, что нераз-
ложимые 2-симметрические лоренцевы многооб-
разия являются пространствами Кахена-Уоллаха
CWn+2

d при d = 1.

Теорема 3. Пусть X — векторное по-
ле Киллинга с координатами V (v, x1, . . . , xn, u),
Xj(v, x

1, . . . , xn, u), U(v, x1, . . . , xn, u) (V ,Xj , U —
гладкие функции), на обобщенном многообразии
Кахена-Уоллаха (CWn+2

d , g) размерности n+2 ≥ 4,
с метрикой
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,

где c ∈ R – произвольная константа, функции
bi(u) определяются системой дифференциальных
уравнений b̈i(u) = aij(u)bj(u), (fik) – постоян-
ная кососимметричная матрица, коммутирующая
с A = (aij). Размерность пространства полей Кил-
линга не меньше 2n+1 и не больше 2n+1+ n(n−1)

2 .

В нашем случае aij(u) = Hij0 + Hij1u. Ис-
пользуя утверждение теоремы 2 и теоремы 3 при
n = 3, d = 1, получаем:
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V = −ḃi(u)x
i + c

,

где c ∈ R – произвольная константа, функции
bi(u) определяются системой дифференциальных
уравнений b̈i(u) = aij(u)bj(u), (fik) – постоян-
ная кососимметричная матрица, коммутирующая
с A = (aij). Размерность пространства полей Кил-
линга не меньше 2n+1 и не больше 2n+1+ n(n−1)

2 .

В нашем случае aij(u) = Hij0 + Hij1u. Ис-
пользуя утверждение теоремы 2 и теоремы 3 при
n = 3, d = 1, получаем:

3

Конформно киллинговы векторные поля

3. Конформно киллинговы векторные
поля. Для решения уравнения конформно кил-
лингова поля сначала построим частное реше-
ние этого уравнения. Ограничимся случаем, когда
f(p) - постоянная функция.

Теорема 2. Векторное поле

K = (2fv+c)
d

dv
+fx1 d

dx1
+fx2 d

dx2
+fx3 d

dx3
,

где c, f – некоторые постоянные, на 2-
симметрическом пятимерном неразложимом ло-
ренцевом многообразии M с метрикой

g = 2dudv +

3�
i=1

(dxi)2 + (H110(x
1)2

+ 2H120x
1x2 + 2H130x

1x3 +H220(x
2)2

+ 2H230x
2x3 +H330(x

3)2 +

3�
i=1

(xi)2uHii1)du
2,

где Hii1 – ненулевые действительные числа, а Hij0

– произвольные константы, является конформно
киллинговым.

Доказательство. Для системы координат
из теоремы 1 запишем уравнение LKg = fg, в
результате получим систему:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2dU
dv = 0

−f +
dXj

dxj = 0
dU
dxj + 1

2
dXj

dv = 0
1
2
dX1

dx2 + 1
2
dX2

dx1 = 0
1
2
dX1

dx3 + 1
2
dX3

dx1 = 0
1
2
dX2

dx3 + 1
2
dX3

dx2 = 0
1
2

�3
i=1(Hii1u+Hii0)(x

i)2 dU
dv +H120x

1x2 dU
dv

+(H130x
1 dU
dv +H230x

2 dU
dv )x

3

−2f + dU
du + dV

dv = 0
1
2

�3
i=1(Hii1u+Hii0)(x

i)2 dU
dxj

+H120x
1x2 dU

dxj + (H130x
1 dU
dxj

+H230x
2 dU
dxj )x

3 + dV
dxj + 1

2
dX2

du = 0

− 1
2

�3
i=1(2Hii1fu+ 2Hii0f −Hii1U − 2(Hii1u

+Hii0)
dU
du )(x

i)2 + ((H111u+H110)X1

+H120X2 +H130X3 − (2(H120f −H120
dU
du )x

1

−H120X1, u)− (H221u+H220)X2 −H230X3)x
2

−(2(H130f −H130
dU
du )x

1 + 2(H230f −H230X2

−(H331u+H330)X3))x
3 + 2dV

du = 0

,

где V (v, x1, x2, x3, u), Xi(v, x
1, x2, x3, u),

U(v, x1, x2, x3, u) -– компоненты векторного
поля K (i = 1, 2, 3).

Все уравнения, кроме последнего, очевидно,
выполнены, последнее уравнение выполнено так
как после подстановки значений V , Xi, U и рас-

крытия всех скобок мы получаем уравнение
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убедиться в справедливости которого не составля-
ет труда. Теорема доказана.

Заметим, что в нашем случае любые два кон-
формно киллингова векторных поля отличаются
на киллингово. Поэтому для описания всех кон-
формно киллинговых полей достаточно использо-
вать общий вид киллингова поля, который уста-
навливает теорема 3 (см. [3]). Отметим, что нераз-
ложимые 2-симметрические лоренцевы многооб-
разия являются пространствами Кахена-Уоллаха
CWn+2

d при d = 1.

Теорема 3. Пусть X — векторное по-
ле Киллинга с координатами V (v, x1, . . . , xn, u),
Xj(v, x

1, . . . , xn, u), U(v, x1, . . . , xn, u) (V ,Xj , U —
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Кахена-Уоллаха (CWn+2
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с метрикой
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Общее решение уравнения Киллинга имеет
вид:
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,

где c ∈ R – произвольная константа, функции
bi(u) определяются системой дифференциальных
уравнений b̈i(u) = aij(u)bj(u), (fik) – постоян-
ная кососимметричная матрица, коммутирующая
с A = (aij). Размерность пространства полей Кил-
линга не меньше 2n+1 и не больше 2n+1+ n(n−1)

2 .

В нашем случае aij(u) = Hij0 + Hij1u. Ис-
пользуя утверждение теоремы 2 и теоремы 3 при
n = 3, d = 1, получаем:
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Теорема 4. Пусть X — конформ-
но киллингово векторное поле с коорди-
натами V (v, x1, x2, x3, u), Xi(v, x

1, x2, x3, u),
U(v, x1, x2, x3, u) (V , Xj , U — гладкие функ-
ции, i = 1, 2, 3), на 2-симметрическом пятимер-
ном неразложимом лоренцевом многообразии M
с метрикой

g = 2dudv +

3�
i=1

(dxi)2 + (H110(x
1)2
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1x2 + 2H130x

1x3 +H220(x
2)2
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2x3 +H330(x

3)2 +
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i=1
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где Hii1 – ненулевые действительные числа, а Hij0

– произвольные константы.
Общее решение уравнения конформно киллин-

гова поля имеет вид:
⎧
⎨
⎩

U = 0
Xi = bi(u) + fikx

k + fxi

V = −ḃi(u)x
i + 2fv + c

,

где c ∈ R – произвольная константа, функции
bi(u) определяются системой дифференциальных
уравнений b̈i(u) = aij(u)bj(u), (fik) – постоян-
ная кососимметричная матрица, коммутирующая
с A = (aij), где aij(u) = Hij0 + Hij1u. Размер-
ность пространства конформно-киллинговых по-
лей не меньше 8 и не больше 11.

Заключение. В результате проведенных ис-
следований найдено общее решение конформного
аналога уравнения Киллинга на пятимерных ло-
кально неразложимых 2-симметрических лорен-
цевых многообразиях. Указаны оценки размерно-
сти пространства конформно киллинговых век-
торных полей на данных многообразиях.
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