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Известно, что из локально конформно однород-
ного (псевдо)риманова пространства можно с помо-
щью конформной деформации получить локально 
однородное пространство, если тензор Вейля (или 
тензор Схоутена-Вейля в трехмерном случае) имеет 
ненулевой квадрат длины. Таким образом, возникает 
задача об изучении (псевдо)римановых локально од-
нородных и локально конформно однородных мно-
гообразий, тензор Вейля которых имеет нулевой ква-
драт длины, а сам не равен нулю (в этом случае тензор 
Вейля называется изотропным).

Одним из важных аспектов при изучении таких 
многообразий является изучение операторов кривиз-
ны на них, а именно задача о восстановлении (псев-
до)риманова многообразия по заданному операто-
ру Риччи.

Задача о предписанных значениях оператора 
Риччи на 3-мерных локально однородных рима-
новых пространствах была решена О. Ковальским 
и С. Никшевич. Аналогичные результаты для опе-
раторов одномерной и секционной кривизны были 
получены Д.Н. Оскорбиным, Е.Д. Родионовым, 
О.П. Хромовой. 

Данная работа посвящена описанию примера 
изучения вопроса о предписанном операторе Риччи 
для четырехмерных локально однородных (псевдо)
римановых многообразий с нетривиальной подгруп-
пой изотропии и изотропным тензором Вейля.

Ключевые слова: локально однородные пространства, 
оператор Риччи, изотропный тензор Вейля, алгебры Ли.

It is known that a locally homogeneous manifold can 
be obtained from a locally conformally homogeneous 
(pseudo)Riemannian manifolds by a conformal 
deformation if the Weyl tensor (or the Schouten-Weyl 
tensor in the three-dimensional case) has a nonzero 
squared length. Thus, the problem arises of studying 
(pseudo)Riemannian locally homogeneous and locally 
conformally homogeneous manifolds, the Weyl tensor 
of which has zero squared length, and itself is not equal 
to zero (in this case, the Weyl tensor is called isotropic). 

One of the important aspects in the study of such 
manifolds is the study of the curvature operators on them, 
namely, the problem of restoring a (pseudo)Riemannian 
manifold from a given Ricci operator.

The problem of the prescribed values of the Ricci operator 
on 3-dimensional locally homogeneous Riemannian 
manifolds has been solved by O. Kowalski and S. Nikcevic. 
Analogous results for the one-dimensional and sectional 
curvature operators were obtained by D.N. Oskorbin, 
E.D. Rodionov, and O.P. Khromova. 

This paper is devoted to the description of an example 
of studying the problem of the prescribed Ricci operator 
for four-dimensional locally homogeneous (pseudo)
Riemannian manifolds with a nontrivial isotropy subgroup 
and isotropic Weyl tensor.

Key words: locally homogeneous spaces, Ricci operator, 
isotropic Weyl tensor, Lie algebras.
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Введение, определения, постановка зада-
чи. Актуальным направлением в исследовании
операторов кривизны является задача о восста-
новлении (псевдо)риманова многообразия по за-
данному оператору кривизны. Трехмерные ло-
кально однородные (псевдо)римановы простран-
ства с предписанными значениями спектра опе-
ратора Риччи были исследованы в [1,2]. В случае
трехмерных групп Ли с левоинвариантной (псев-
до)римановой метрикой известны работы [3–6]
о восстановлении данных групп Ли по заданным
собственным значениям операторов одномерной
или секционной кривизны.

Кроме случая локально однородных про-
странств также исследовался вопрос о соб-
ственных значениях оператора Риччи в случае
трехмерных кривизно однородных пространств
(см., например, [7–10]).

Пусть (M, g) — n-мерное (псевдо)риманово
многообразие, ∇ — связность Леви–Чивита. Опе-
ратор Риччи ρ определим равенством

g (ρ (X) , Y ) = tr
(
Z �→ [∇Z ,∇X ]Y +∇[X,Z]Y

)
.

Целью данной работы является описание ал-
горитма, который позволит изучить вопрос о вос-
становлении четырехмерного локально однород-
ного (псевдо)риманова многообразия с изотроп-
ным тензором Вейля по предписанному оператору
Риччи.

Пример вычислений. В данном разделе мы
расмотрим пример применения математическо-
го и компьютерного моделирования к исследова-
нию оператора Риччи на четырехмерных локаль-
но однородных (псевдо)римановых многообрази-
ях с нетривиальной подгруппой изотропии и изо-
тропным тензором Вейля, классификация кото-
рых была получена в работах [11,12].

Теорема 1. Пусть (G/H, g) есть случай
“1.31.2” (α44 �= 0, α23 �= 0, λ �= 0). Тогда опера-
тор ρ может быть оператором Риччи (G/H, g) для
некоторой инвариантной метрики тогда и только
тогда, когда ρ имеет тип Сегре {(22)} с нулевым
собственным значением.

Доказательство. В случае “1.31.2” скоб-
ки Ли, определяющие алгебру Ли группы G, име-
ют вид

[e1, u3] = u1, [e1, u4] = u2,

[u1, u3] = −λe1 + (λ+ 1)u1 + λu2, [u2, u4] = u2,

где λ �= 0. Скалярное произведение на дополнении
к подалгебре изотропии задается равенствами

〈u2, u3〉 = −〈u1, u4〉 = α23, 〈u3, u3〉 = α33,

〈u3, u4〉 = α34, 〈u4, u4〉 = α44,

где α44 �= 0, α23 �= 0.

Положим

[ui, uj ]m = ckijuk, [ui, uj ]h = Ck
ijek,

[ei, uj ]m = c̄kijuk,

где ckij , Ck
ij и c̄kij — массивы соответствующих раз-

меров. Компоненты связности Леви-Чивита вы-
ражаются через структурные константы и компо-
ненты метрического тензора:

Γk
ij =

1

2

(
ckij + gskclsjgil + gskclsigjl

)
,

Γ̄k
ij =

1

2
c̄kij −

1

2
gsk c̄lisgjl,

где
{
gij

}
— матрица, обратная к матрице {gij}.

Вычислим оператор Риччи с помощью форму-
лы

ρik =
(
Γl
tkΓ

p
pl − Γl

pkΓ
p
tl + cltpΓ

p
lk + Cl

tpΓ̄
p
lk

)
gti.

В данном базисе оператор Риччи имеет вид

ρ =




0 0 − λ+1
2α23

1
2α23

0 0 −λ2+1
2α23

λ+1
2α23

0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Так как λ �= 0, то оператор Риччи имеет следую-
щую жорданову форму:

ρ =



0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


 .

Таким образом, теорема доказана.
Теорема 2. Пусть (G/H, g) есть случай

“1.41.2” (α22 �= 0, α33 �= 0, α44 �= 0, p �= 3).
Тогда оператор ρ может быть оператором Рич-
чи (G/H, g) для некоторой инвариантной метрики
тогда и только тогда, когда

• если p �= 1 и p �= 5/3: оператор ρ имеет тип
Сегре (22) с ненулевым собственным значени-
ем;

• если p = 1: оператор ρ имеет тип Сегре (22)
с нулевым собственным значением.

• если p = 5/3: оператор ρ имеет тип Сегре
(1111) с ненулевым собственным значением.

Доказательство. В случае “1.41.2” скоб-
ки Ли, определяющие алгебру Ли группы G, име-
ют вид

[e1, u2] = u1, [e1, u3] = u2,

[e1, u4] = e1, [u1, u4] = p u1,

[u2, u4] = (p− 1)u2, [u3, u4] = (p− 2)u3,
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где p �= 3. Скалярное произведение на дополнении
к подалгебре изотропии задается равенствами

〈u2, u2〉 = −〈u1, u3〉 = α22, 〈u3, u3〉 = α33,

〈u3, u4〉 = α34, 〈u4, u4〉 = α44,

где α22 �= 0, α44 �= 0.
Аналогично доказательству предыдущей тео-

ремы вычислим матрицу оператора Риччи в дан-
ном базисе:

ρ =




− 3(p−1)2

α44
0 −α33(3p−5)

α44α22
0

0 − 3(p−1)2

α44
0 0

0 0 − 3(p−1)2

α44
0

0 0 0 − 3(p−1)2

α44




.

Если p �= 5/3, то оператор Риччи имеет следу-
ющую жорданову форму:

ρ =




−3(p−1)2

α44
1 0 0

0 − 3(p−1)2

α44
0 0

0 0 − 3(p−1)2

α44
0

0 0 0 − 3(p−1)2

α44




,

где элементы на диагонали могут принимать лю-
бые значения, но равны нулю лишь при p = 1.

Если p = 5/3, то оператор Риччи имеет следу-
ющую жорданову форму:

ρ =




− 4
3α44

0 0 0

0 − 4
3α44

0 0

0 0 − 4
3α44

0

0 0 0 − 4
3α44


 ,

где элементы на диагонали могут принимать лю-
бые ненулевые значения.

Таким образом, теорема доказана.
Теорема 3. Пусть (G/H, g) есть случай

“2.21.4” (α23 �= 0, α24 �= 0). Тогда оператор ρ мо-
жет быть оператором Риччи (G/H, g) для некото-
рой инвариантной метрики тогда и только тогда,
когда ρ имеет тип Сегре {(22)} с нулевым соб-
ственным значением.

Доказательство. В случае “2.21.4” скобки Ли,
определяющие алгебру Ли группы G, имеют вид

[e1, u1] = u1, [e1, u2] = u2,

[e1, u3] = −u3, [e1, u4] = −u4,

[e2, u2] = u1, [e2, u3] = −u4,

[u1, u3] = e2, [u2, u3] = e1,

[u2, u4] = e2.

Скалярное произведение на дополнении к подал-
гебре изотропии задается равенствами

〈u1, u3〉 = 〈u2, u4〉 = α24, 〈u2, u3〉 = α23,

где α23 �= 0.

Аналогично доказательству теоремы 1 вычис-
лим матрицу оператора Риччи в данном базисе:

ρ =




0 − 2
α24

0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 − 2

α24
0


 .

При любых значениях α24 оператор Риччи имеет
жорданову форму:

ρ =



0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


 .

Таким образом, теорема доказана.
Теорема 4. Пусть (G/H, g) есть случай

“2.52.2” (α44 �= 0, s �= 0). Тогда оператор ρ может
быть оператором Риччи (G/H, g) для некоторой
инвариантной метрики тогда и только тогда, ко-
гда

• если r2 + p �= 0: оператор ρ имеет тип Сегре
(22) с нулевым собственным значением;

• если r2 + p = 0: оператор ρ имеет тип Сегре
(1111) с нулевым собственным значением.

Доказательство. В случае “2.52.2” скоб-
ки Ли, определяющие алгебру Ли группы G, име-
ют вид

[e1, u2] = u1, [e1, u3] = −u2,

[e2, u3] = u4, [e2, u4] = −u1,

[u1, u3] = u1, [u2, u4] = 2r u1,

[u2, u3] = (p+ s)e1 + r e2 + u2 − 2r u4,

[u3, u4] = −r e1 + (p− s)e2 − 2r u2 − u4.

Скалярное произведение на дополнении к подал-
гебре изотропии задается равенствами

〈u1, u3〉 = 〈u2, u2〉 = 〈u4, u4〉 = α44,

〈u3, u3〉 = α33,

где α44 �= 0.
Аналогично доказательству теоремы 1 вычис-

лим матрицу оператора Риччи в данном базисе:

ρ =



0 0 2(r2+p)

α44
0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Если r2 + p �= 0, то оператор Риччи имеет сле-
дующую жорданову форму:

ρ =



0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .
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Если r2 + p, то оператор Риччи тривиален,
а значит, имеет тип Сегре {(1111)} с нулевым соб-
ственным значением.

Таким образом, теорема доказана.

Заключение. Отметим, что рассмотренный
в статье пример можно обобщить для осталь-
ных случаев четырехмерных локально однород-
ных (псевдо)римановых многообразий с нетриви-
альной подгруппой изотропии и изотропным тен-
зором Вейля.
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