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По количеству смертей во всем мире онкологи-
ческие заболевания обогнали сердечно-сосудистые. 
Развитие злокачественных опухолей начинается с му-
таций генов, которые приводят к росту числа патоло-
гических клеток и их миграции к другим частям че-
ловеческого организма (метастазы). Затем раковые 
клетки вмешиваются в работу организма, что в ко-
нечном итоге приводит к смерти. Существует около 
двухсот разновидностей онкологических заболева-
ний, которые классифицируются по источнику про-
исхождения. Большинство из них имеют общие черты 
и свои специфические особенности. В данном обзо-
ре рассматриваются математические модели неспеци-
фических опухолей в тканях. Последние учитывают 
конститутивную природу ткани и потребность ра-
стущей опухоли в вовлечении кровеносных сосудов. 
Излагается общий многомасштабный подход, вклю-
чающий в себя клеточный цикл и мутацию неспеци-
фических генов. Описываются основные методы и об-
щие особенности моделирования роста опухолей. 
Цель первой части обзора — выявление некоторых 
тенденций и проблем в области моделирования рака 
на основе многофазных и многомасштабных моделей.

Ключевые слова: математическое моделирование, мо-
делирование опухолей, задачи со свободными грани-
цами, уравнение Стокса, многомасштабные модели, 
гибридные модели, многофазные системы.

Cancer has recently overtaken heart disease 
as the world’s biggest killer. Cancer is initiated by gene 
mutations that result in local proliferation of abnormal 
cells and their migration to other parts of the human 
body, a process called metastasis. The metastasized cancer 
cells then interfere with the normal functions of the body, 
eventually leading to death. There are 200 types of cancer, 
classified by their point of origin. Most of them share 
some common features, but they also have their specific 
character. In this paper, we consider mathematical models 
of non-specific solid tumors in a tissue. The models 
incorporate the constitutive nature of the tissue, and 
the need for growing tumors to attract blood vessels. We 
also describe a general multiscale approach that involves 
cell cycle and incorporates non-specific genes mutation. 
Also, the trends and general features of modeling tumor 
growth are discussed. The main goal is set at revealing 
some trends and challenges on cancer modeling, especially 
related to the development of multiphase and multiscale 
models.
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boundary problems, Stokes equation, multiscale models, 
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Введение. Злокачественные опухоли клас-
сифицируются по тканям, в которых они возни-
кают, и по типу участвующих в процессе клеток.
Например, лейкоз — это рак белых кровяных кле-
ток, саркома — злокачественное новообразование,
возникающее в мышцах и соединительной тка-
ни, а карцинома — это злокачественная опухоль,
образующаяся из эпителиальных клеток, то есть
тесно расположенных клеток, которые выстила-
ют внутренние полости органов. В статье будет
рассмотрена только карцинома, которая являет-
ся наиболее распространенным видом онкологиче-
ского заболевания. Существует два пути возник-
новения генетической аномалии: 1) стимулирую-
щий ген становится гиперактивным; такой ген на-
зывается онкоген; 2) ингибирующий ген становит-
ся неактивным; он называется антионкоген, на-
пример, ген p53, контролирующий начало клеточ-
ного цикла. Когда один или несколько генов му-
тируют и становятся патологическими, то клет-
ка и ее потомки размножаются намного быстрее,
чем нормальные клетки. Новообразование, или
опухоль, представляет собой увеличение количе-
ства патологических клеток. Пока это количество
сгруппировано и ограничено полостью, опухоль
считается доброкачественной. Если опухоль выхо-
дит из полости, прорываясь через базальную мем-
брану и затем распространяется на внеклеточном
матриксе или строме, тогда опухоль становится
злокачественной. Когда раковые клетки проника-
ют в кровоток или лимфатические сосуды, то они
могут перемещаться в другое место, создавая тем
самым вторичную опухоль; этот процесс называ-
ется метастазированием. Существует двести раз-
личных видов онкологических заболеваний, кото-
рые могут поражать организм человека. Они от-
личаются по локализации опухоли и по типу кле-
ток. В то же время у многих видов злокачествен-
ных новообразований есть общие черты. Напри-
мер, всем раковым клеткам необходимо больше
кислорода и питательных веществ, чем имеется в
нормальной здоровой ткани. Поэтому они проду-
цируют фактор роста эндотелия сосудов (VEGF),
чтобы расти и вовлекать кровеносные сосуды; та-
кой процесс называется ангиогенезом.

В первом параграфе статьи приведены различ-
ные подходы к описанию поведения злокачествен-
ной опухоли [1]. Сравнивая новую литературу с
той, что была разработана десять лет назад, мож-
но понять, что не только значительно возросло
внимание исследовательского сообщества к моде-
лированию раковых опухолей, но и типы разрабо-
танных моделей существенно эволюционировали.

С одной стороны, это связано с введением но-
вых методов моделирования, например, много-
фазных моделей, работающих на уровне тканей,
и типов моделей, в которых ткань рассматри-
вается как набор отдельных клеток: Cell-Based

Models (IBM’s), а с другой — повышенное внима-
ние уделяется геномным и протеомическим аспек-
там, связанных с ростом опухоли.

Одна из тенденций заключается в необходимо-
сти учитывать явления, происходящие в разных
пространственных и/или временных масштабах.
Это означает, например, попытку вставить в кле-
точную модель или в непрерывные модели дета-
ли молекулярных механизмов, которые происхо-
дят внутри клетки и управляют ее движением,
делением и смертью. Одна из целей данной ра-
боты — описание таких тенденций.

Во втором параграфе рассматриваются общие
математические модели опухолей в тканях. Мо-
дели включают в себя структурную природу тка-
ни и потребность растущей опухоли в вовлечении
кровеносных сосудов. Изучается общий многомас-
штабный подход, который включает в себя кле-
точный цикл и мутацию неспецифических генов.

1. Различные тенденции в методах мо-
делирования раковой опухоли

1.1. Многофазные модели. Многофаз-
ные модели были разработаны в результате
наблюдений, выявивших, что опухоли состоят из
нескольких компонент.

После первых двухфазных моделей в настоя-
щее время наблюдается тенденция к разработке
многофазных моделей, учитывающих, что опухо-
ли, как и многие другие ткани, состоят по мень-
шей мере из трех компонент: клеток, внеклеточ-
ного матрикса и внеклеточной жидкости. При-
мером этих моделей является статья [2], в ко-
торой рассматривается рост опухоли вдоль ка-
пилляров. Другими примерами являются работы
[3–9]. Lowengrub и его коллеги [10–11] разработали
модель, в которой энергия адгезии вводится для
описания адгезионных свойств клеточных попу-
ляций.

Влияние механических и экологических фак-
торов на поведение и рост опухолей и тканей в на-
стоящее время широко изучено. Chaplain с соавто-
рами [7] разработали модель, учитывающую кон-
тактное торможение роста, а также показали, как
неправильное восприятие состояния сжатия тка-
ни само по себе может создавать клональное пре-
имущество для окружающих клеток, что в конеч-
ном итоге приводит к замене и вторжению опу-
холи в здоровую ткань. В работах [12–14] исполь-
зуется модель, в которой ткань рассматривается
как набор отдельных клеток.

Другой аспект, который привлекает все боль-
ше и больше внимания, — это надлежащее описа-
ние механических характеристик опухолей. Дей-
ствительно, в большинстве работ опухоли рас-
сматриваются как жидкости, что, конечно, яв-
ляется упрощением. В некоторых случаях важ-
но придать скоплению опухолевых клеток пове-
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дение, сходное с твердым телом. При этом воз-
никают некоторые нетривиальные теоретические
трудности.

Клетки делятся и умирают, опухоль растет,
внеклеточный матрикс и внешняя среда посто-
янно перестраиваются, а опухолевые клетки де-
формируются и подвергаются внутренней реорга-
низации даже в отсутствие роста, что также мо-
жет быть связано с отслойкой метастазов. Чтобы
объяснить эти явления, необходимо пересмотреть
некоторые классические и удобные концепции ме-
ханики сплошных сред. Действительно, в отличие
от инертного вещества, в принципе, неясно, какой
подход следует использовать для описания про-
цессов, учитывая, что эти процессы связаны с фа-
зовыми переходами. Эта проблема была решена
в [15–16] путем применения концепции эволюции
природных конфигураций, которая заключается
в разделении эволюции на рост и упругую дефор-
мацию. Впоследствии этот подход был обобщен
в [17] на многофазную структуру, учитывающую
также внутреннюю реорганизацию и деформацию
внеклеточного матрикса.

1.2. Вложенные модели. Ясно, что рост
и инвазия опухоли зависят от поведения отдель-
ных клеток и от их взаимодействия с окружаю-
щей средой. Последнее, в свою очередь, зависит от
нескольких химических сигналов, например, гене-
тической информации, экспрессии генов, актива-
ции определенных сигнальных путей.

Необходимо включать в модели на тканевом
или клеточном уровнях процессы, происходящие
на субклеточном уровне, например, процесс акти-
вации специфических белковых каскадов.

По этой причине некоторые модели, разрабо-
танные для описания роста опухолевых масс, в на-
стоящее время уделяют все больше внимания хи-
мическим явлениям внутри клетки, вкладывая
в макроскопическое (или мезоскопическое) пред-
ставление один или несколько модулей, учиты-
вающих процессы в микроскопическом масштабе.
Благодаря самым последним открытиям в обла-
сти геномики, протеомики и системной биологии,
эти описания и области их использования значи-
тельно расширяются.

В этом отношении модели на клеточном
уровне, такие как IBM, кажутся более гибкими
и подходящими для включения субклеточных ме-
ханизмов.

Обзор этой методологии дан в [18–19]. В част-
ности, в [19] обобщены характеристики того, что
в [20–21] называется моделью эволюционных ги-
бридных клеточных автоматов (здесь предпочи-
тельней классифицировать ее как вложенную мо-
дель). При таком подходе развитие каждой от-
дельной клетки сопровождается сетью реагиро-
вания на микросреду. Последняя моделируется
с использованием искусственной нейронной сети

с прямой связью, которая определяет поведение
клеток по входным данным, полученным перемен-
ными среды через внутренний генотип и фенотип.

В той же статье также обсуждается модель,
разработанная Rejniak K. и его коллегами [22–24],
которые использовали метод иммерсионных гра-
ниц для моделирования каждой отдельной опухо-
левой клетки. Эта модель также включает в себя
дискретные силы адгезии, действующие на кле-
точную мембрану, а также сократительные силы,
используемые для описания клеточного митоза.

Как и в [20–21], Jiang Y. и его коллеги [25] ис-
пользовали клеточную модель Поттса для описа-
ния роста бессосудистого многоклеточного сферо-
ида, где поведение каждой отдельной опухолевой
клетки определяется булевой сетью, которая регу-
лирует экспрессию некоторых ключевых белков,
контролирующих клеточный цикл.

В обоих подходах эволюция питательных ве-
ществ рассматривается с помощью уравнения
реакции-диффузии. По этой причине модель име-
ет некоторые характеристики, свойственные ги-
бридным моделям.

В некоторых структурированных популя-
ционных моделях злокачественных опухолей, ко-
торые являются главной темой этой проблемы,
развитие вдоль клеточного цикла связано с ак-
тивацией определенных сигнальных путей или
с внутренним молекулярным содержанием, на-
пример, ДНК. В частности, в [26] переходы через
точку рестрикции связаны с наличием специфи-
ческих контрольных белков. В этом же контек-
сте некоторые работы [27–28] описывают эффек-
тивность нескольких химиотерапевтических пре-
паратов.

При использовании непрерывных моделей кон-
цептуальный скачок больше, потому что пара-
метры, фигурирующие в уравнениях в частных
производных, должны быть более тесно связа-
ны с субклеточными механизмами. Например, что
касается условий роста, в [7] учитывается акти-
вация механо-трансдукционных путей и ее связь
с явлением контактного торможения роста, а в [5,
2, 29, 30] приводится подробное описание обме-
на веществ, как аэробного, так и анаэробного.
Что касается механического поведения сфероидов
опухоли, в работах [17, 31, 9] авторы пытаются
связать параметры в основной модели массы опу-
холи с измерениями, выполненными на клеточ-
ном уровне. Однако связь между макроскопиче-
ской и микроскопической шкалами часто являет-
ся более качественной, чем количественной. Веро-
ятно, следует использовать более глубокие мате-
матические методы, такие как методы гомогени-
зации, гидродинамики и другие, чтобы получить
более формальные и последовательные результа-
ты (например, [32–39]).
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1.3. Гибридные модели. Прежде всего,
следует подчеркнуть, что в литературе существу-
ет два типа моделей, которые обычно называют
гибридными. Наиболее распространенный и ис-
торически первый использует дискретный под-
ход для некоторых составляющих и непрерыв-
ный подход для других составляющих (например,
уравнения диффузии или более общие уравнения
в частных производных). Как правило, клетки
описываются с использованием пространственно
дискретных переменных, в то время как молеку-
лы и внеклеточный матрикс (ECM) описывают-
ся с использованием пространственно непрерыв-
ных переменных. Недавно были введены модели
второго типа, в которых некоторые конкретные
составляющие описываются либо с помощью дис-
кретных переменных в нестационарной части про-
странственной области, либо с помощью непре-
рывных переменных в остальной области.

Стандартными примерами гибридных моде-
лей являются некоторые IBM, в которых рас-
пространение питательных веществ через грани-
цу многоклеточного сфероида связано с дублиро-
ванием/гибелью клеток (например, [40–41]. Крат-
кий обзор различных гибридных моделей, выте-
кающих из основополагающей работы Anderson
A.R.A. и Chaplain M.A.J. [42], можно найти
в [18–19]. Там уравнение эволюции кончиковых
клеток капилляров дискретизируется, что при-
водит к так называемой гибридной дискретно-
непрерывной модели, которая позволяет очень
эффективно описать структуру капиллярной се-
ти. Эволюция этого уравнения зависит от диффу-
зии и поглощения нескольких химических факто-
ров, способствующих ангиогенезу и миграции.

Затем модель была усовершенствована, чтобы
включить, с одной стороны, ремоделирование се-
ти и транспортировку химиотерапевтических ле-
карств [43–45], а с другой стороны, связать с рас-
тущей опухолью ремоделирование ECM и про-
изводство матричных деградирующих ферментов
[46, 47]. В этом последнем случае предполагает-
ся, что опухоль имеет постоянную плотность, а ее
расширение определяется потенциальным пото-
ком, подобным Дарси [48].

2. Общие особенности математических
моделей раковых опухолей.

2.1. Структура ткани. Ткань, в которой
пролиферируют клетки, называется внеклеточ-
ным матриксом (ECM). Он имеет сложную струк-
туру, поэтому большинство математических мо-
делей упрощают структуру ECM. Рассмотрим 3
различных подхода.

Пористая среда. Предполагается, что опу-
холь состоит из трех типов клеток: пролифери-
рующих клеток с плотностью p(x, t), покоящихся
клеток с плотностью q(x, t) и мертвых клеток с

плотностью n(x, t).
Исходя из [49], предполагается, что покоящие-

ся клетки становятся пролиферирующими со ско-
ростью KP (c), которая зависит от концентрации
питательных веществ c и они же отмирают со ско-
ростью KD(c). Аналогично полагается, что проли-
ферирующие клетки становятся покоящимися со
скоростью KQ(c), а коэффициент их гибели равен
KA(c). Плотность пролиферирующих клеток уве-
личивается со скоростью KB(c). Наконец допус-
кается, что мертвые клетки выводятся из опухоли
(с помощью макрофагов) с постоянной скоростью
KR.

Пусть все клетки физически идентичны по
объему и массе, а их плотность постоянна во всей
опухоли. Тогда

p+ q + n = const = θ. (1)

Из-за пролиферации и выведения клеток проис-
ходит их непрерывное движение внутри опухо-
ли. Это движение представимо полем скоростей
v. Тогда можно написать закон сохранения массы
для плотности пролиферирующих клеток p, поко-
ящихся клеток q и мертвых клеток n в пределах
области опухоли Ω(t) в следующем виде:

∂p

∂t
+ div(pv) =[KB(c)−KQ(c)−KA(c)]p+

+KP (c)q,
(2)

∂q

∂t
+ div(qv) = KQ(c)p− [KP (c) +KD(c)]q, (3)

∂n

∂t
+ div(nv) = KA(c)p+KD(c)q −KRn. (4)

Опухолевая ткань будет рассматриваться как по-
ристая среда, а движущиеся клетки — как поток
жидкости. В пористой среде скорость потока жид-
кости v связана с давлением жидкости σ согласно
закону Дарси

v = −∇σ. (5)

Если сложить уравнения (2) - (4) и использо-
вать (1), то выражение примет вид

θ div v = KB(c)p−KRn, (6)

и можно заменить (4) на (6).
Предполагается, что концентрация питатель-

ных веществ соответствует уравнению диффузии

ε0
∂c

∂t
= ∆c− λ(p+ q) в Ω(t). (7)

Исключив переменную n из (6) согласно (1)
и взяв для простоты θ = 1, а также учитывая (5)
и (7), получили следующие уравнения:

∂p

∂t
−∇σ · ∇p = f(c, p, q) в Ω(t), t > 0, (8)

4
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∂q

∂t
−∇σ · ∇q = g(c, p, q) в Ω(t), t > 0, (9)

∆σ = −h(c, p, q) в Ω(t), t > 0, (10)

где

f(c, p, q) = [KB(c)−KQ(c)−KA(c)]p+KP (c)q−

−h(c, p, q)p,

g(c, p, q) = KQ(c)p− [KP (c) +KD(c)]q − h(c, p, q)q,

h(c, p, q) = −KR + [KB(c) +KR]p+KRq.

Пусть граница области Ω(t) обозначена через
Γ(t). Накладываются следующие граничные усло-
вия:

c = c̄ на Γ(t), t > 0, (11)

σ = γκ на Γ(t), t > 0, (12)

где c̄ — постоянная, γ — коэффициент поверхност-
ного натяжения, представляющий собой межкле-
точную адгезию, κ — средняя кривизна (κ = 1

R ,
если Ω(t) — шар радиуса R). Граница опухоли ме-
няется во времени («свободная граница»). Пред-
полагается, что ее нормальная скорость Vn равна
нормальной скорости v·n клеток во внешнем нор-
мальном направлении n, т.е.

∂σ

∂n
= −Vn на Γ(t), t > 0. (13)

Система (7)-(13) с начальными условиями для
c, p и q была изучена математически. Локальное
существование и единственность решения с уста-
новленными начальными данными было доказа-
но в [50–51]. По радиально-симметричным дан-
ным было доказано глобальное существование
радиально-симметричного решения и получены
асимптотические оценки на свободной границе
Γ(t) = {r = R(t)} при t → ∞ [52]. Суще-
ствуют лишь неполные результаты существова-
ния и единственности радиально-симметричного
стационарного решения и его асимптотической
устойчивости [53–54]. Однако в случае только
одной популяции клеток (т. е. p ≡ 1, q ≡
n ≡ 0) доказано, что существует единственное
радиально-симметричное стационарное решение
[55]; оно асимптотически устойчиво для всех γ <
γ∗ (для некоторого γ∗ > 0), но не для γ > γ∗
[56–57]; см. также [58]. Кроме того, существуют
бифуркационные ветви с нарушением симметрии
[59–62].

Жидкая ткань. В случае злокачественной
опухоли, которая возникает в молочной железе
или в мозге, более уместно предположить, что
ткань является жидкой, а не пористой средой,
и использовать уравнение Стокса вместо закона
Дарси. В этом случае соотношение между скоро-
стью v и давлением σ определяется как

−ν∇2v +∇σ = f , (14)

div v = g, (15)

где f= −ν
3∇g и граничное условие (12) заменяется

на
T (v, σ)n = −γκn, (16)

где

T (v, σ) = ν(∇v +∇vT )− (σ +
2ν

3
div v)I.

Здесь ν — коэффициент вязкости, I — единичная
матрица, а g — скорость пролиферации, опреде-
ляемая правой частью (6). Существование и един-
ственность решения доказаны в [63]. В случае од-
ной популяции клеток (p ≡ 1, q ≡ n ≡ 0) су-
ществование единственного стационарного реше-
ния с радиально-симметричной свободной грани-
цей было доказано в [63]. Асимптотическая устой-
чивость была доказана в [64]. Как и в случае по-
ристой среды, здесь также существует последова-
тельность бифуркационных ветвей с нарушением
симметрии [65].

Плотность внеклеточного матрикса
(ECM). Структура ECM представляет собой
сложную сеть белковых волокон, в основном
коллагенов. Общим упрощенным подходом к
моделированию ECM является введение кон-
центрации этих волокон ρ. Обычно волокна
производятся клетками фибробластов. Раковые
клетки (с плотностью n) могут перемещаться
внутри ECM, разрушая его волокна. Они раз-
рушают матрикс с помощью фермента, который
называется матриксной металлопротеиназой
(ММР). Постулируется, что ρ удовлетворяет
дифференциальному уравнению

∂ρ

∂t
= −a1Pn+ a2f

(
1− ρ

ρ∗

)
, (17)

где P — концентрация ММР; ρ∗ — максимальная
плотность ECM и ai — положительные константы.
Нужно также предоставить уравнения для P и f ,
но эти уравнения будут зависеть от конкретного
рака и его микроокружения.

Гибридные модели миграции опухолевых кле-
ток в ECM были разработаны в [66].

2.2. Моделирование ангиогенеза. Ко-
гда опухоль растет, то она может достигать
размера, при котором клетки в ядре не получают
достаточно кислорода из сосудистой системы. На
этой стадии раковые клетки начинают выделять
ангиогенный фактор опухоли (TAF), такой как
VEGF (васкулярный эндотелиальный фактор
роста), который стимулирует эндотелиальные
клетки выходить из существующих капилляров,
пролиферировать и формировать новые капилля-
ры (процесс называется ангиогенезом), которые

5
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движутся к опухоли. Математические модели
различают аваскулярные опухоли (преангиоге-
нез) и васкулярные опухоли. При моделировании
васкулярных опухолей процесс ангиогенеза
включается путем добавления дополнительных
дифференциальных уравнений к конкретной
модели злокачественной опухоли.

Существует множество математических моде-
лей ангиогенеза. Можно сослаться, в частности,
на [67–70]. Следуя [68, 69], положим: n — плот-
ность клеток опухоли, e — плотность эндотели-
альных клеток, a — концентрация TAF, c — кон-
центрация протеолитических ферментов (проте-
азы), ca — активные формы с, f — концентра-
ция фибронектина (это волокна, которые связы-
вают клетки с коллагеном, что позволяет клеткам
перемещаться в ткани),

Тогда постулируется

ca =
c

1 + α0f
, (18)

∂a

∂t
= Da∇2a+ α1n− α2a

1 + α3a
e, (19)

∂c

∂t
= Dc∇2c+

α2a

1 + α3a
e− α4c, (20)

∂f

∂t
= Df∇2f + α5f

(
1− f

f0

)
− α6f

1 + α7f
ca, (21)

∂e

∂t
= De∇ ·

[
∇ln

e

τ(ca, f)

]
, (22)

где

τ(ca, f) =

(
ca + β1

ca + β2

)γ1
(
f + δ1
f + δ2

)γ2

(23)

называется хемотаксической функцией;
αi, βi, δi — постоянные.

Коэффициенты дисперсии Dc, Df очень малы
и фактически не появляются в [68–69]. Система
дифференциальных уравнений в частных произ-
водных (18)-(23) должна быть дополнена гранич-
ными и начальными условиями.

Раковые клетки вблизи границы опухоли по-
лучают больше кислорода и, следовательно, раз-
множаются быстрее, чем клетки у ядра. Большая
часть пролиферации происходит во внешних обо-
лочках опухоли, тогда как внутреннее ядро в ос-
новном состоит из мертвых клеток. Такие модели
были рассмотрены в [71–72].

2.3. Клеточный цикл. Большинство ма-
тематических моделей основываются на диффе-
ренциальных уравнениях, в которых искомые
функции — это плотности клеток, концентрации
белков или других молекул. Поскольку злокаче-
ственные опухоли возникают из-за мутации генов,
то модели конкретного онкологического заболе-
вания должны учитывать явление, происходящее

на микроскопическом уровне. Кроме того, «ре-
шение» клетки пролиферировать или оставаться
в покое происходит в конкретный момент време-
ни клеточного цикла, так же, как и решение клет-
ки совершить самоубийство (апоптоз) в случае об-
наружения повреждения, которое невозможно ис-
править. Таким образом, помимо времени t необ-
ходимо ввести время клеточного цикла s, кото-
рое обычно составляет несколько дней. Клеточ-
ный цикл делится на четыре фазы: S (синтез),
M (митоз) и фазы разрыва G1 и G2. Во время
S-фазы ДНК реплицируется, то есть каждая хро-
мосома удваивается. Во время фазы митоза ядер-
ная мембрана разрушается и сестринские хрома-
тиды отделяются, образуя новые ядерные мембра-
ны, и клетка делится на две дочерние клетки. Фа-
зы S и M разделены двумя фазами разрыва —
G1 и G2. Клеточным циклом управляют две кон-
трольные точки: R1, находящаяся на конце G1,
и R2 — в G2.

В контрольной точке R1 клетка выбирает один
из трех вариантов: (i) совершить самоубийство
(апоптоз), если обнаружилось, что она была по-
вреждена без возможности восстановления во вре-
мя фазы роста G1; (ii) войти в фазу покоя G0

и оставаться там некоторое время, если микросре-
да гипоксична или перенаселена другими клетка-
ми; или (iii) перейти к S-фазе. В точке R2 клетки
решают либо перейти в апоптоз, если непоправи-
мый ущерб произошел во время репликации ДНК,
или перейти в M -фазу. Клетка остается в фазе G0

в течение некоторого периода времени, в конце ко-
торого она переходит в S-фазу.

Многомасштабная модель описывается в про-
стом случае, когда единственными клетками яв-
ляются раковые клетки с возможными мутация-
ми в наборе генов γ = (γ1, γ2, . . . , γl). Уравнения
(2)-(4) должны быть изменены и заменены систе-
мой уравнений для раковых клеток pi в разных
фазах i.

Вводятся следующие обозначения:

p1(x, t, s1) — плотность клеток в фазе G1,

0 ≤ s1 ≤ A1;

p2(x, t, s2) — плотность клеток в фазе S,

0 ≤ s2 ≤ A2;

p3(x, t, s3) — плотность клеток в фазах G2 и M,

0 ≤ s3 ≤ A3;

p0(x, t, s0) — плотность клеток в фазе G0,

0 ≤ s0 ≤ A0;

p4(x, t) — плотность мертвых клеток.

Переменная x будет изменяться в области опухо-
ли Ω(t) в R3 с границей Γ(t).

6
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Пусть w(x, t) — концентрация кислорода,
а Q(x, t) — суммарная плотность живых клеток
в фазах G1, S, G2, M и G0. Тогда закон сохране-
ния массы имеет вид

∂pi
∂t

+
∂pi
∂si

+ div(piv) = λi(w)pi,

0 < si < Ai (i = 1, 2, 3),

(24)

∂p0
∂t

+
∂p0
∂s0

+div(p0v) = −λ0p0, 0 < s0 < A0, (25)

∂p4
∂t

+ div(p4v) =µ1p1(x, t, A1)+

+ µ2p2(x, t, A2)− λ4p4,
(26)

где λi(w) — скорости роста и µi = µi(γ). Таким об-
разом, плотность клеток не изменяется во время
репликации:

p1(x, t, 0) = p3(x, t, A3). (27)

В следующем уравнении (28) первый член пра-
вой части представляет собой решение клетки
в контрольной точке R1 переходить к апоптозу
(µ1), к фазе покоя или к S-фазе; решение зави-
сит от среды (w,Q) и от состояния генов в γ. По-
следний член в (28) представляют собой клетки,
которые перешли от фазы G0 к S:

p2(x, t, 0) =(1− µ1 −K(w(x, t), Q(x, t); γ))·
· p1(x, t, A1) + p0(x, t, A0).

(28)

Решение клетки в точке R2 перехода в апоптоз
выражается уравнением

p3(x, t, 0) = (1− µ2)p2(x, t, A2), (29)

и оставаться в фазе покоя

p0(x, t, 0) = K(w(x, t), Q(x, t), γ)p1(x, t, A1). (30)

Система (24)–(30) еще неполна, поскольку не
указана скорость v. Для этого вводятся величины

Qi(x, t) =

∫ Ai

0

pi(x, t, si)dsi (0 ≤ i ≤ 3),

Q4(x, t) = p4(x, t), 	Q(x, t) = {Qi}4i=0.

Причем

Q(x, t) =

3∑
i=1

Qi(x, t).

Необходимо проинтегрировать уравнения (24)-
(25) по соответствующим si-интервалам и объеди-
нить результат с (26). Используя (27)-(30), полу-
чим

4∑
i=0

[
∂Qi

∂t
+ div(Qi	v)

]
=

3∑
i=1

λi(w)Qi−

− λ0Q0 − λ4Q4.

(31)

Если теперь предположить, как в (1), что

4∑
i=0

Qi(x, t) ≡ const = θ, (32)

тогда из (31) следует

θ div 	v = H( 	Q,w), (33)

где

H( 	Q,w) =

3∑
i=1

λi(w)Qi − λ0Q0 − λ4Q4. (34)

Наконец, концентрация кислорода удовлетворяет
уравнению диффузии

wt −Dw · ∇2w + λ̄Qw = b, (35)

где λ̄ — положительная константа и b = 0 в период
аваскулярной стадии опухоли.

Теперь можно переходить к рассмотрению пол-
ной модели, предполагая, что ткань либо под-
чиняется закону Дарси, либо уравнению Стокса
(см. раздел 2.1.). Эти модели были исследованы
в [73–74], где локальное существование и един-
ственность были доказаны для любых начальных
данных, а глобальное существование было доказа-
но в радиально-симметричном случае. Некоторые
асимптотические оценки были получены в [75].
Для других связанных многомасштабных моде-
лей результаты получены в работах [76–79].

Заключение. В первой части обзора рас-
смотрены некоторые общие черты раковых опу-
холей и математических моделей нескольких кон-
кретных видов опухолевых заболеваний, каждый
из которых имеет свой набор специфических осо-
бенностей. Чтобы математическая модель была
полезной для биологов, она должна прежде все-
го предсказывать результаты, которые согласуют-
ся с имеющимися данными. Но также она долж-
на пойти дальше и предлагать гипотезы, которые
поддаются биологической проверке. Конечно, не
все математические модели удовлетворяют одно-
му или обоим требованиям; этого следует ожи-
дать, особенно когда биологический процесс очень
сложен, как это часто бывает в случае развития
рака. Во второй части статьи будут рассмотрены
конкретные виды раковых опухолей, а также мо-
дель роста опухоли вдоль кровеносного сосуда.
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