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В настоящее время замечается повышенный интерес 
к проблеме численной реализации моделей многофаз-
ной фильтрации в связи с ее огромной экономической 
значимостью в нефтедобывающей промышленности, 
гидрологии и управлении ядерных отходов. В отличие 
от классических моделей фильтрации, модели фильтра-
ции в сильнопористых трещиноватых пластах с фрак-
тальной геометрией скважин изучены недостаточно пол-
но. Решение данной задачи сводится к решению системы 
дифференциальных уравнений с дробными произво-
дными. Построена конечно-разностная схема для реше-
ния начально-краевой задачи для уравнения конвекции-
диффузии с производной дробного порядка по времени 
в смысле Капуто-Фабрицио. Получены априорные оцен-
ки для решения разностной задачи в предположении су-
ществования решения задачи в классе достаточно гладких 
функций, которые доказывают единственность решения 
и устойчивость разностной схемы. Показана сходимость 
решения разностной задачи к решению исходной диффе-
ренциальной задачи со вторым порядком по временной 
и пространственной переменным. Представлены резуль-
таты вычислительных экспериментов, подтверждающие 
достоверность теоретического анализа.

Ключевые слова: уравнение дробного порядка, произ-
водная Капуто-Фабрицио, устойчивость, сходимость, 
априорная оценка.

Recently, there has been an increased interest 
in the problem of numerical implementation of multiphase 
filtration models due to its enormous economic impor-
tance in the oil industry, hydrology, and nuclear waste 
management. In contrast to the classical models 
of filtration, filtration models in highly porous fractured 
formations with the fractal geometry of wells are not 
fully understood. The solution to this problem reduces to 
solving a system of differential equations with fractional 
derivatives. In the paper, a finite-difference scheme is 
constructed for solving the initial-boundary value 
problem for the convection-diffusion equation with 
a fractional time derivative in the sense of Caputo-
Fabrizio. A priori estimates are obtained for solving 
a difference problem under the assumption that there 
is a solution to the problem in the class of sufficiently 
smooth functions that prove the uniqueness of the solution 
and the stability of the difference scheme. The convergence 
of the solution of the difference problem to the solution 
of the original differential problem with the second 
order in time and space variables is shown. The results 
of computational experiments confirming the reliability 
of theoretical analysis are presented.

Key words: fractional differential equation, Caputo-Fab-
rizio fractional derivative, stability, convergence, a priori 
estimate.
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Уравнения дробного порядка находят приме-
нение при описании большого класса физико-
химических процессов, протекающих в средах
с фрактальной геометрией, а также при ма-
тематическом моделировании экономических и
социально-биологических явлений. Одним из
важных примеров применения уравнений данного
типа являются уравнения, описывающие течение
многофазной жидкости в сильнопористых трещи-
новатых пластах с фрактальной геометрией сква-
жин. Поэтому разработка аналитических и вы-
числительных методов решения уравнений дроб-
ного порядка является актуальной и важной про-
блемой.

Исследованию вопросов существования и
единственности решения задач для уравнений
данного типа посвящено множество работ [1–5].
Разработке численных методов решения краевых
задач для уравнений с производной дробного
порядка посвящены работы [2,3, 6–10].

В данном исследовании построен численный
метод решения уравнения с дробной производной
по времени в смысле Капуто-Фабрицио. Выведе-
ны нормализованные веса в аппроксимационной
формуле для дробной производной. Построена
неявная конечно-разностная схема второго поряд-
ка аппроксимации по времени и по пространствен-
ной переменной. Доказана устойчивость предло-
женной схемы, а также сходимость со скоростью,
равной порядку аппроксимации. Полученные ре-
зультаты подтверждаются численными расчета-
ми, проведенными для тестовой задачи.

1. Постановка задачи. В области QT =
{(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1} рассмотрим задачу

∂αu

∂tα
= q (x, t)

∂u

∂x
+

∂

∂x

(
k (x, t)

∂u

∂x

)
+f (x, t) , (1)

0 < x < 1, 0 < t < 1,

u (x, 0) = ρ (x) , (2)

u (0, t) = u (1, t) = 0, (3)

где 0 < α < 1. Производная дробного порядка
определена в виде

∂αu

∂tα
=

1

1− α

t∫

0

u′ (τ) dτ

eγ(t−τ)
, γ =

α

1− α
.

Предполагается, что для коэффициентов и
правой части уравнения (1) выполняются условия

k (x, t) ∈ C1,0
(
QT

)
,

r (x, t) , f (x, t) ∈ C
(
QT

)
, (4)

c1 ≤ k (x, t) ≤ c2, |q (x, t)| ≤ c2,

c1 > 0, c2 > 0, 2c1 > c22. (5)

Предположим, что существует решение задачи
(1)-(3) в классе достаточно гладких функций.

2. Постановка разностной задачи. Для
численного решения задачи (1)-(3) применим ме-
тод конечных разностей. В области [0, 1] × [0, T ]
введем равномерную конечно-разностную сетку

ωhτ = {(xi, t
n) : xi = ih, tn = nτ,

i = 0, N, n = 0, Nt, xN = 1, tNt = T
}
.

На сетке ωhτ дифференциальной задачи (1)-(3)
поставим в соответствие разностную схему с веса-
ми порядка аппроксимации O

(
h2 + τ2

)
:

∆α
0tn+σ

yi = ηn−i ξni y
(σ)
x̄,i + ηn+i ξni+1y

(σ)
x,i +

+
(
ξny

(σ)
x̄

)
x,i

+ ϕn
i , (x, t) ∈ ωhτ , (6)

y0i = ρi, (7)

y
(σ)
0 = y

(σ)
N = 0, n > 0, (8)

где ∆α
0tn+σ

y – дискретный аналог дробной произ-
водной Капуто-Фабрицио порядка α, 0 < α < 1:

∆α
0tn+σ

y =
1

α

n∑
s=0

gα,σn−sy
s
t ;

коэффициенты gα,σs определяются по формуле

gα,σ0 = Aα,σ
0

при n = 0,

gα,σs =




Aα,σ
0 +Bα,σ

1 , s = 0,
Aα,σ

s +Bα,σ
s+1 −Bα,σ

s , 1 ≤ s ≤ n− 1,
Aα,σ

n −Bα,σ
n , s = n,

при n > 0, где

Aα,σ
s =

{
1− e−γτσ, s = 0,
eγτ−1

eγτ(σ+s) , s ≥ 1,

Bα,σ
s =

eγτ (γτ − 2) + γτ + 2

2γeγτ(σ+s)
, s ≥ 1,

а также введены обозначения

η− =
1

2
(η − |η|) , η+ =

1

2
(η + |η|) ,

ξni = k
(
xi− 1

2
, tn+σ

)
, ηni =

q (xi, t
n+σ)

k (xi, tn+σ)
,

ϕn
i = f

(
xi, t

n+σ
)
,

σ = 1− α

2
, gα,σs > 0,

y(σ) = σyn+1 + (1− σ) yn. (9)
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3. Устойчивость и сходимость разност-
ной схемы. Докажем несколько вспомогатель-
ных лемм.

Лемма 1. Для любой функции y (t), заданной
на сетке ωhτ , справедливо неравенство

y(σ)∆α
0tn+σ

y ≥ 1

2
∆α

0tn+σ
y2.

Данная лемма доказывается аналогично лем-
ме 1 из работы [11]. Ниже буквами µ с индексами
будут обозначаться положительные числа, не за-
висящие от h и τ .

Лемма 2. При выполнении условий (5) для
решения разностной задачи (6)-(8) справедливо
неравенство

1

2
∆α

0tn+σ
‖y‖2 + µ1

∣∣∣
∣∣∣y(σ)x̄

]∣∣∣
2

≤

≤ µ2 (σ)
∥∥yn+1

∥∥2 + µ3 (σ) ‖yn‖2 + ‖ϕ‖2 .

Доказательство. Умножим уравнение (6) ска-
лярно на y(σ):

(
∆α

0tn+σ
y, y(σ)

)
=

(
η−ξy

(σ)
x̄ , y(σ)

)
+

+
(
η+ξ(+1)y(σ)x , y(σ)

)
+

+
((

ξy
(σ)
x̄

)
x
, y(σ)

)
+

(
ϕ, y(σ)

)
. (10)

Скалярное произведение в левой части тожде-
ства оценим с помощью леммы 1:
(
∆α

0tn+σ
y, y(σ)

)
≥ 1

2

(
1,∆α

0tn+σ
y2
)
=

1

2
∆α

0tn+σ
‖y‖2 .
(11)

Оценим остальные слагаемые с помощью раз-
ностного аналога первой формулы Грина, нера-
венства Коши с ε и условий (5), (8):

1

2
∆α

0tn+σ
‖y‖2 + µ1

∣∣∣
∣∣∣y(σ)x̄

]∣∣∣
2

≤ µ6

∥∥∥y(σ)
∥∥∥
2

+ ‖ϕ‖2 .
(12)

Используя определение y(σ) в (9), из (12) полу-
чим утверждение леммы.

Лемма 3 [2]. Пусть неотрицательные последо-
вательности yn и ϕn, n = 0, 1, 2,... удовлетворяют
неравенству

∆α
0tn+σ

yn ≤ λ1y
n+1 + λ2y

n + ϕn, n ≥ 1,

где λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 – некоторые константы. Тогда
существует такое τ0, что при τ ≤ τ0 выполняется
неравенство

yn+1 ≤ µ0

(
y0 + max

0≤m≤n
ϕm

)
.

На основании лемм 2 и 3 доказывается следу-
ющая теорема.

Теорема 1. При выполнении условий (5) суще-
ствует τ0 такое, что при τ ≤ τ0 для решения раз-
ностной задачи (6)-(8) справедлива оценка

∥∥yn+1
∥∥2 ≤ µ7

(∥∥y0∥∥2 + max
0≤m≤n

‖ϕm‖2
)
,

из которой следует единственность и устойчи-
вость разностной схемы (6)-(8) по начальным дан-
ным и правой части.

Теорема 2. При выполнении условий теоремы
1 решение разностной задачи (6)-(8) сходится к
решению дифференциальной задачи (1)-(3) и вы-
полняется оценка

∥∥yn+1 − un+1
∥∥ ≤ µ8

(
h2 + τ2

)
.

Доказательство. Для доказательства сходи-
мости разностной схемы (6)-(8) рассмотрим зада-
чу для разности z = y − u:

∆α
0tn+σ

z = ηn−i ξni z
(σ)
x̄,i + ηn+i ξni+1z

(σ)
x,i +

+
(
ξnz

(σ)
x̄

)
x
+ ψn

i , (x, t) ∈ ωhτ , (13)

z0i = 0, (14)

z
(σ)
0 = z

(σ)
N = 0, n > 0, (15)

где ψn
i = ϕn

i −∆α
0tn+σ

un
i +ηn−i ξni u

(σ)
x̄,i +ηn+i ξni+1u

(σ)
x,i +(

ξni u
(σ)
x̄,i

)
x
. Для решения разностной задачи (13)-

(15) выполняется оценка

∥∥zn+1
∥∥2 ≤ µ9 max

0≤m≤n
‖ψm‖2 , (16)

где ‖ψn‖ = O
(
h2 + τ2

)
. Из априорной оценки (16)

следует сходимость решения разностной задачи
(6)-(8) к решению дифференциальной задачи (1)-
(3).

4. Реализация разностной схемы и ана-
лиз вычислительных экспериментов. При
реализации разностной схемы (6)-(8) на каждом
временном слое требуется решить систему линей-
ных уравнений

Aiy
n+1
i−1 − Ciy

n+1
i +Biy

n+1
i+1 = −Fi,

i = 1, 2, ..., N − 1,

где

Ai = ξni σ

(
1

h2
− 1

2h
(ηni − |ηni |)

)
,

Bi = ξni+1σ

(
1

h2
+

1

2h
(ηni + |ηni |)

)
,

Ci =
gα,σ0

ατ
+

σ

2h

(
ξni+1 (η

n
i + |ηni |)−

− ξni (ηni − |ηni |)) +
σ

h2

(
ξni + ξni+1

)
,

9
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Рис. 1. График приближенного решения задачи на различных временных слоях

Fi =
1

ατ


c0y

n
i −

n−1∑
j=0

cn−j

(
yj+1
i − yji

)
+

+
ξni (1− σ)

2h
(ηni − |ηni |)

(
yni − yni−1

)
+

+
ξni+1 (1− σ)

2h
(ηni + |ηni |)

(
yni+1 − yni

)
+

+
1− σ

h2

(
ξni+1

(
yni+1 − yni

)
− ξni

(
yni − yni−1

))
+ ϕn

i .

Данная система решается методом скаляр-
ной прогонки. Непосредственной проверкой мож-
но убедиться в том, что условие устойчивости ме-
тода прогонки выполняется.

Для проверки точности разностной схемы (6)-
(8) проведен ряд вычислительных экспериментов
на примере модельной задачи.

Задача. Рассмотрим уравнение

∂αu

∂tα
=

∂u

∂x
+

2

α
x2(1− x)

(
t− 1

γ
− 1

γeγt

)
−

−t2
(
2− 4x− 3x2

)
, 0 < x < 1, 0 < t < 0.1

с однородными начальным и граничными услови-
ями. Точное решение задачи имеет вид

u (x, t) = t2x2 (1− x) .

При анализе зависимости порядка погрешно-
сти от пространственного шага значение времен-
ного шага выбрано равным τ = 10−5. Значение
шага по пространственной переменной h варьиро-
валось между h = 10−2 и h = 10−5. Порядок дроб-
ной производной выбран равным α = 0.1, α = 0.45
и α = 0.85. Вычисления проводились до достиже-
ния временного слоя n = 1000.

Величина погрешности определялась по фор-
муле

E = max
0≤n≤Nt

max
0≤i≤N

|yni − u (xi, t
n)| .

При анализе зависимости порядка погрешно-
сти от временного шага значение пространствен-
ного шага выбрано равным h = 10−4. Значение
временного шага варьировалось между τ = 10−5

и τ = 10−8. Порядок дробной производной выбран
равным α = 0.3, α = 0.45 и α = 0.85.

В таблицах 1 и 2 приведены значения погреш-
ностей для различных значений параметров σ, h
и τ .

10
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Рис. 2. Приближенное решение задачи

Таблица 1
Анализ погрешности для задачи

h
σ = 0.95
(α = 0.1)

σ = 0.775
(α = 0.45)

σ = 0.575
(α = 0.85)

1
100 1.37 · 10−7 1.09 · 10−7 5.93 · 10−8

1
500 5.55 · 10−9 4.58 · 10−9 2.63 · 10−9

1
1000 1.43 · 10−9 1.29 · 10−9 8.67 · 10−10

1
2000 4.00 · 10−10 4.85 · 10−10 4.32 · 10−10

1
5000 1.14 · 10−10 2.65 · 10−10 3.12 · 10−10

1
10000 7.06 · 10−11 2.35 · 10−10 2.96 · 10−10

На рисунках 1 и 2 приведен график прибли-
женного решения задачи на различных времен-
ных слоях.

Из результатов, приведенных в таблице 1, сле-
дует, что погрешность является величиной поряд-
ка O

(
h2

)
. Аналогично из результатов, приведен-

ных в таблице 2, следует, что погрешность явля-
ется величиной порядка O

(
τ2
)
. Таким образом,

вычислительные эксперименты подтвердили, что
разностная схема сходится со вторым порядком
как по пространственной, так и по временной пе-
ременным.

Таблица 2
Анализ погрешности для задачи

τ
σ = 0.85
(α = 0.3)

σ = 0.775
(α = 0.45)

σ = 0.575
(α = 0.85)

10−5 1.38 · 10−9 1.29 · 10−9 8.67 · 10−10

10−6 1.15 · 10−11 8.65 · 10−12 2.39 · 10−12

10−7 8.69 · 10−14 4.62 · 10−14 4.63 · 10−15

10−8 5.87 · 10−16 2.14 · 10−16 7.50 · 10−18

Заключение. Таким образом, в работе по-
строена неявная конечно-разностная схема для
дробного дифференциального уравнения с пере-
менными коэффициентами, содержащего дроб-
ную производную по времени в смысле Капуто-
Фабрицио. Установлены устойчивость и оценка
погрешности разностной схемы. Эмпирическая
сходимость хорошо согласуется с теоретически-
ми оценками. Полученные результаты будут ис-
пользованы при построении конечно-элементных
методов решения задачи для дифференциально-
го уравнения с дробной производной по времени
в смысле Капуто-Фабрицио.

11
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