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При проведении разведочного анализа данных и по-
следующего построения функциональных зависимо-
стей между наблюдаемыми явлениями часто необхо-
димо оценить степень зависимости между изучаемыми 
данными. В основу получения таких критериев при ве-
роятностном подходе обычно закладывается корреля-
ционная составляющая выборки. Выбор применяемо-
го показателя напрямую зависит от методов изучения 
выборки, а также инструментов построения модели. 
В большинстве случаев на начальном этапе моделиро-
вания исследуются именно оценки однородности вы-
борки, хороший подбор которых может сократить тру-
доемкость построения зависимости между данными.

В представленной работе изучается способ оцен-
ки однородности выборочных данных при построе-
нии равномерно-регрессионной модели. В первой ча-
сти работы описывается коэффициент корреляции 
для L∞-регрессии, изучается интервал его изменения, 
описываются геометрическая интерпретация и алго-
ритм построения данного показателя. Во второй ча-
сти работы исследуется метод построения показателя 
«сконцентрированности» выборки. Для этого выво-
дятся формулы, связывающие коэффициент корре-
ляции с размахом исходной выборки. В заключении 
приводится описание алгоритмов построения рассма-
триваемых показателей, делаются выводы о сложно-
сти данных алгоритмов.

Ключевые слова: равномерно-регрессионная модель, 
коэффициент корреляции, выпуклая оболочка, вычис-
лительная сложность.

When conduct ing an explorator y analysis 
of the data and the subsequent construction of functional 
dependencies between the observed phenomena, it is often 
necessary to assess the degree of dependence between 
the studied data. The basis for obtaining such criteria 
with a probabilistic approach usually includes the correlation 
component of the sample. The choice of the used indicator 
directly depends on the methods of studying the sample, 
as well as the tools for constructing the model. In most cases, 
at the initial stage of modeling, it is precisely the homogeneity 
estimates of the sample that are studied, a good selection 
of which can reduce the complexity of constructing 
the relationship between the data.

In this paper, we study a method for assessing 
the uniformity of sample data when constructing 
a uniform regression model. The first part of the paper 
describes the correlation coefficient for the L∞ regression, 
studies the interval of its change, describes the geometric 
interpretation and the algorithm for constructing this 
indicator. In the second part of the paper, we study 
the method of constructing an indicator of "concentration" 
of the sample. For this, formulas are derived that 
relate the correlation coefficient to the magnitude 
of the original sample. In conclusion, a description is 
given of the algorithms for constructing the considered 
indicators, and conclusions are drawn about the complexity 
of these algorithms.

Key words: uniformly regression model, correlation coef-
ficient, convex hull, computational complexity.
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between the studied data. The basis for obtaining
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tools for constructing the model. In most cases,
at the initial stage of modeling, it is precisely
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1. Введение. Пусть R2 – двумерное ариф-
метическое евклидово пространство. Пусть Ω ко-
нечное подмножество точек:

Ω = {(xi, yi) : i = 1, . . . , N} ,

которое можно рассматривать как результат N
экспериментов. В работе [1] определен алгоритм
построения линейной зависимости (L∞ регрессии)
между координатами точек Ω на основе Чебышев-
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ской нормы равномерного отклонения

α∞ (y) = 2 ·min
k;b

{
max

i=1,...,N
|yi − kxi − b|

}
.

С геометрической точки зрения величина α∞ (y)
равна минимуму ширины «полосы», ограничен-
ной двумя параллельными прямыми, содержащи-
ми множества Ω, ширина берется вдоль оси y. Эта
величина также тесно связанa с такими понятия-
ми из выпуклой геометрии, как ширина выпук-
лого множества в данном направлении и широта
выпуклого множества [2].

Уравнение гиперплоскости, на котором дости-
гается α∞ (y), называется уравнением L∞ регрес-
сии. Очевидно, что для множества Ω возможно
построение двух регрессий:

y = k∞x+ b∞,

x = k∞y + b∞

с функционалами качества α∞ = α∞ (Ω, y)
и α∞ = α∞ (Ω, x) соответственно.

2. Корреляция для L∞ регрессии. Ос-
новным показателем линейной зависимости меж-
ду одномерными выборками является коэффици-
ент корреляции [3]. Рассмотрим задачу нахож-
дения α∞ (соответственно α∞) с геометрической
точки зрения.

Решение сводится к нахождению полосы, за-
ключенной между двумя параллельными прямы-
ми и содержащей множество точек Ω такой, что
существует треугольник �AiAjAt с вершинами
на прямых, у которого одна из вершин проекти-
руется вдоль оси OY (соответственно OX) на ос-
нование треугольника, как показано на рисунке 2.

Определение 1. Определим коэффициент
корреляции korr∞(X,Y ) для L∞ регрессии фор-
мулой:

korr∞(X,Y ) = k∞ · k∞, (1)

где k∞, k∞ угловые коэффициенты прямых L∞
регрессий y на x и x на y соответственно.

Теорема 1. Справедливо неравенство:

−1 ≤ korr∞(X,Y ) ≤ 1.

Доказательство. На рисунке 1 изображе-
ны полосы вертикальной и горизонтальной ми-
нимальной ширины для множества Ω. Обозначим
длины отрезков на осях OX и OY , высекаемые
этими полосами через a, b и a1, b1 соответственно.
Тогда

b = α∞ ≤ b1, a1 = α∞ ≤ a.

Перенося параллельно параллелограмм Ω в нача-
ло координат, как указано на рисунке, заметим,
что

|k∞| = b

a
, |k∞| = a1

b1
,

отсюда получим

|korr∞(X,Y )| = b

a
· a1
b1

≤ 1.

Знак равенства достигается при b = b1 и a = a1

Рис. 1. Полосы вертикальной и горизонтальной мини-
мальной ширины

когда либо полосы вертикальной и горизонталь-
ной минимальной ширины совпадают, либо полу-
чены симметрией друг из другa относительно оси
OX или OY и параллельным сдвигом. При усло-
вии регулярности экстремального симплекса вто-
рой случай невозможен [4].

Замечание. Совпадение полос минимальной
вертикальной и горизонтальной ширины соответ-
ствует существованию двух экстремальных тре-
угольников �AiAjAt и �ArAsAh с вершинами на
прямых, у которых одна из вершин проектируется
вдоль оси координат на основание треугольника,
как показано на рисунке 2

Рис. 2. Экстремальные �AiAjAt, �ArAsAh
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Введенный таким образом коэффициент кор-
реляции может быть использован в прикладных
исследованиях как показатель причинности меж-
ду признаками x и y:
1. korr∞(X,Y ) > 0 – влияния x на y и y на x име-
ют одинаковое направление;
2. korr∞(X,Y ) < 0 – x и y оказывают друг на
друга противоположное воздействие.

3. Степень оценки «сконцентрирован-
ности» множества. При использовании веро-
ятностных методов построения регрессионной мо-
дели основной характеристикой разброса наблю-
дений в одномерном случае является среднеквад-
ратичное отклонение, а в двумерном — матри-
ца ковариации [5]. Эти характеристики показыва-
ют величину разброса наблюдений относительно
среднего значения. Введем показатель «сконцен-
трированности» выборки в модели L∞ на основа-
нии следующей теоремы.

Теорема 2. Справедливо равенство:

S =
α∞α∞

1− korr∞(X,Y )
, (2)

где S — площадь параллелограмма, α∞, α∞ —
вертикальная и горизонтальная минимальная ши-
рина.

Доказательство основывается на построении
уравнений границ полос «в отрезках» и парал-
лельном переносе полученного параллелограмма,
содержащего Ω, в начало координат.

Следствие. Геометрически (2) означает сле-
дующее равенство:

S =
2S∗

1− korr∞(X,Y )
,

где S, S∗ — площади фигур, изображенных на ри-
сунке 3

Рис. 3. Геометрическая интерпретация коэффициента
корреляции korr∞(X,Y )

Интерпретировать площадь множества S∗

можно как наименьшее допустимое подмножество
Ω, при котором не изменяются коэффициенты
и другие характеристики L∞-регрессий.

4. Вычислительная процедура. Для вы-
числения коэффициента корреляции необходимо
вычислить параметры равномерно-регрессионной
модели. Это можно сделать с помощью алгорит-
мов построения выпуклой оболочки множества
Ω. Наиболее эффективными алгоритмами по-
строения выпуклой оболочки являются:
• обход Грэхема, суть которого состоит в пере-
воде точек множества Ω в полярную систему
координат с последующим сравнением троек этих
точек. Сложность алгоритма O(N logN) [6];
• алгоритм Quickhull. Главным преимуществом
Quickhull является малая чувствительность
к большому объему данных и погрешностям
вычислений. Сложность данного алгоритма
O(N logN) [7];
• алгоритм Чана, который является объедине-
нием алгоритмов Грэхема и Джарвиса и имеет
более приемлемую сложность O(N log h) [8],
где N — количество точек в Ω; h — количество
точек в выпуклой оболочке.

После построения выпуклой оболочки требует-
ся определить ширину наименьшей вертикальной
и горизонтальной полос, содержащих множество
Ω. Эта процедура имеет сложность O(h) и осу-
ществляется по следующему алгоритму:

1. Выбирается одна из сторон полученной вы-
пуклой оболочки AiAi+1 и определяется пря-
мая, содержащая эту сторону li : y = kx+ b.

2. Для оставшихся вершин оболочки Aj нахо-
дятся прямые lj : y = k(x − xj) + yj и про-
веряется условие, что полоса, ограниченная
прямыми li и lj , содержит все точки выпук-
лой оболочки.

3. Операции 2)-3) повторяются до тех пор, пока
не будут рассмотрены все стороны выпуклой
оболочки.

4. Из найденных полос выбирается одна, име-
ющая наименьшую вертикальную и горизон-
тальную ширину.

Далее по формулам (1) и (2) находим коэффи-
циент корреляции и показатель разброса выбор-
ки.

5. Заключение и выводы. Разработан-
ные в статье методы оценки однородности вы-
борки являются универсальными и могут приме-
няться при проведении разведочного анализа ста-
тистических данных как показатели внутреннего
строения исследуемого множества [9]. Стоит отме-
тить, что оценка «сконцентрированности» выбор-
ки может применяться в процедурах нахождения
выбросов аналогичных алгоритму, рассмотренно-
му в [10].
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