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В настоящее время математическое и компьютер-
ное моделирование, а также системы символьных вы-
числений активно используются во многих областях 
математики. Такие популярные системы компьютер-
ной математики, как Maple, Mathematica, MathCad, 
MatLab, позволяют не только проводить вычисления 
с использованием символьных выражений, но и ре-
шать алгебраические и дифференциальные уравне-
ния (как численно, так и аналитически), а также ви-
зуализировать полученные результаты.

Дифференциальная геометрия, как и другие об-
ласти современной математики, использует новые 
компьютерные технологии для решения своих задач. 
Применение не ограничивается только численными 
расчетами, все чаще системы компьютерной матема-
тики используются для аналитических вычислений. 
На данный момент существует множество примеров, 
которые подтверждают эффективность систем ана-
литических вычислений при доказательстве теорем 
дифференциальной геометрии.

В данной работе приводится пример того, 
как, используя пакеты символьных вычислений, мож-
но получить классификацию четырехмерных групп 
Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой 
алгебраического солитона Риччи с нулевым тензором 
Схоутена-Вейля, которые не являются ни конформно 
плоскими, ни Риччи параллельными.

Ключевые слова: математическое и компьютерное мо-
делирование, системы символьных вычислений, груп-
пы и алгебры Ли.

Currently, mathematical and computer modeling, 
as well as systems of symbolic calculations, are actively 
used in many areas of mathematics. Popular computer 
math systems as Maple, Mathematica, MathCad, MatLab 
allow not only to perform calculations using symbolic 
expressions but also solve algebraic and differential 
equations (numerically and analytically) and visualize 
the results.

Differential geometry, like other areas of modern 
mathematics, uses new computer technologies to solve 
its own problems. The applying is not limited only to 
numerical calculations; more and more often, computer 
mathematics systems are used for analytical calculations. 
At the moment, there are many examples that prove 
the effectiveness of systems of analytical calculations 
in the proof of theorems of differential geometry.

This paper demonstrates how symbolic computation 
packages can be used to classify neither conformally flat 
nor Ricci parallel four-dimensional Lie groups with left-
invariant (pseudo)Riemannian metric of the algebraic 
Ricci soliton with the zero Schouten-Weyl tensor..

Key words: mathematical and computer modeling, sym-
bolic computing systems, Lie groups and Lie algebras.
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В настоящее время математическое и ком-
пьютерное моделирование, а также системы
символьных вычислений, активно используются
во многих областях математики. Такие попу-
лярные системы компьютерной математики как
Maple, Mathematica, MathCad, MatLab позволяют
не только проводить вычисления с использовани-
ем символьных выражений, но и решать алгеб-
раические и дифференциальные уравнения (как
численно, так и аналитически), а также визуали-
зировать полученные результаты.

Дифференциальная геометрия, как и другие
области современной математики, использует но-
вые компьютерные технологии для решения сво-
их задач. Применение не ограничивается только
численными расчетами, все чаще системы ком-
пьютерной математики используются для анали-
тических вычислений. На данный момент суще-
ствует множество примеров, которые доказывают
эффективность систем аналитических вычисле-
ний при доказательстве теорем дифференциаль-
ной геометрии.

В данной работе приводится пример того,
как, используя пакеты символьных вычислений,
можно получить классификацию четырехмерных
групп Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой
метрикой алгебраического солитона Риччи с ну-
левым тензором Схоутена-Вейля, которые не яв-
ляются ни конформно плоскими, ни Риччи парал-
лельными.

Ключевые слова: математическое и компьютер-
ное моделирование, системы символьных вычисле-
ний, группы и алгебры Ли.
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Currently, mathematical and computer modeling,
as well as systems of symbolic calculations,
are actively used in many areas of mathematics.
Such popular computer math systems as Maple,
Mathematica, MathCad, MatLab allow not only
to perform calculations using symbolic expressions,
but also solve algebraic and differential equations
(as numerically and analytically), as well as visualize
the results.

Differential geometry, like other areas of modern
mathematics, uses new computer technologies
to solve own problems. The applying is not limited
only to numerical calculations; more and more
often, computer mathematics systems are used
for analytical calculations. At the moment, there
are many examples that prove the effectiveness
of systems of analytical calculations in the proof
of theorems of differential geometry.

This paper gives an example of how, using
symbolic computation packages, one can classify
four-dimensional Lie groups with left-invariant
(pseudo)Riemannian metric of the algebraic Ricci
soliton with the zero Schouten-Weyl tensor, which
are neither conformally flat nor Ricci parallel.

Key words: mathematical and computer modeling,
symbolic computing systems, Lie groups and
Lie algebras.

1. Введение. Системы компьютерной ма-
тематики позволяют решать широкий круг задач
в самых различных областях науки. В эти си-
стемы входит множество процедур для числен-

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант: № 18–
31–00033 мол_а).

ных и аналитических расчетов, решения систем
алгебраических и дифференциальных уравнений,
а также различные средства для программирова-
ния, визуализации и представления результатов.
В настоящее время повсеместно используются та-
кие популярные системы, как Maple, Mathematica,
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MathCad, MatLab и другие. Они обладают уни-
версальными математическими возможностями,
постоянно совершенствуются, развивая аппарат
и пополняя ресурсы, имеют возможность взаим-
ной интеграции.

Так же как и другие области математики, со-
временная геометрия использует новые компью-
терные тенхнологии для решения своих задач.
Применение не ограничивается только численны-
ми расчетами, все чаще системы компьютерной
математики используются для аналитических вы-
числений. На данный момент существует множе-
ство примеров, которые доказывают эффектив-
ность систем аналитических вычислений при до-
казательстве теорем дифференциальной геомет-
рии.

Например, Б.Б. Комраковым [1] была по-
лучена классификация четырехмерных локаль-
но однородных (псевдо)римановых пространств
с нетривиальной подгруппой изотропии, кото-
рая содержит 186 различных типов многообра-
зий. Данная классификация позволяет использо-
вать системы компьютерной математики для изу-
чения различнных свойств таких многообразий.
Так, Дж. Кальварузо (G. Calvaruso) и А. Заем
(A. Zaeim) [2] использовали данную классифика-
цию для получения списка всех конформно плос-
ких четырехмерных локально однородных псевдо-
римановых многообразий. Кроме того, этими же
авторами были классифицированы все четырех-
мерные псевдоримановы геодезически орбиталь-
ные пространства [3]. Стоит также отметить клас-
сификацию нетривиальных однородных инвари-
антных солитонов Риччи на четырехмерных ло-
кально однородных (псевдо)римановых многооб-
разиях [4] и классификацию эйнштейново подоб-
ных метрик локально однородных псевдоримано-
вых многообразий [5], получение которых напря-
мую использует системы компьютерной матема-
тики.

Следует также упомянуть работы [6, 7], в ко-
торых, основываясь на вычислениях, сделанных
в системе аналитических расчетов, О.П. Гладу-
нова и В.В. Славский, Д.С. Воронов и Е.Д. Ро-
дионов получили классификации четырехмерных
групп Ли с левоинвариантной римановой метри-
кой и гармоническим тензором Вейля в унимо-
дулярном и неунимодулярном случаях соответ-
ственно.

Налицо не только рост числа задач, решен-
ных с помощью компьютера и систем аналити-
ческих вычислений, но и разработка новых про-
грамм и алгоритмов для решения разнообразного
круга задач, и сейчас трудно оценить до конца тот
вклад, который привносится в математику новы-
ми компьютерными технологиями.

2. Алгебраические солитоны Риччи
на метрических группах Ли. В данном

разделе мы рассмотрим пример математического
и компьютерного моделирования на примере
классификации четырехмерных групп Ли с ле-
воинвариантной (псевдо)римановой метрикой
алгебраического солитона Риччи с нулевым
тензором Схоутена–Вейля, которые не являются
ни конформно плоскими, ни Риччи парал-
лельными. Все вычисления будем проводить
в соответствующей метрической алгебре Ли.

Определение. Метрической алгеброй Ли на-
зывается тройка (g, [·, ·], 〈·, ·〉), где g — вектор-
ное пространство, 〈·, ·〉 — скалярное произведение
на g, [·, ·] : g × g → g — билинейное отображение
удовлетворяющее следующим двум аксиомам:

1. [X,Y ] = −[Y,X];

2. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.
Зафиксируем некоторый базис {e1, e2, e3, e4}

в g (в данном разделе нас интересуют четырех-
мерные алгебры Ли). Далее приведем математи-
ческую модель, позволяющую вычислять компо-
ненты оператора Риччи ρ через структурные кон-
станты Ck

ij (которые определяются разложением
скобки Ли по базису [ei, ej ] = Ck

ijek) и метриче-
ский тензор gij = 〈ei, ej〉 метрической алгебры Ли
(подробнее см. [8–10]):

1. Вычисляем символы Кристоффеля:

Γs
ij =

1

2

(
Cs

ij − Cl
jkglig

ks + Cl
kigljg

ks
)
.

2. Определяем компоненты тензора кривизны:

Rijkt = Cs
ijΓ

l
skglt − Γs

jkΓ
l
isglt + Γs

ikΓ
l
jsglt.

3. Вычисляем компоненты тензора Риччи с по-
мощью свертки тензора кривизны с метриче-
ским тензором:

rik = Rijktg
jt.

4. Компоненты оператора Риччи вычисляются
через поднятие индекса у тензора Риччи:

ρik = rtkg
it.

Определение. Группа Ли G с левоинвариант-
ной (псевдо)римановой метрикой g называется ал-
гебраическим солитоном Риччи, если в соответ-
ствующей метрической алгебре Ли (g, [·, ·], 〈·, ·〉)
выполняется уравнение:

ρ = Λ · Id +D,

где ρ — оператор Риччи, Λ ∈ R — константа, Id —
тождественный оператор, D — оператор диффе-
ренцирования алгебры Ли, т.е. оператор, удовле-
творяющий условию:

Dt
iC

k
tj +Dt

jC
k
it = Dk

t C
t
ij , i, j, k = 1, 2, 3, 4. (1)
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Таблица 1
Метрические алгебры Ли четырехмерных групп Ли с нулевым тензором Схоутена–Вейля, метрика
которых не является ни конформно плоской, ни Риччи параллельной. Оператор Риччи имеет тип

Сегре {(112)} или {(22)}

№ Таблица умножения
Нетривиальные

скалярные
произведения

Тип Сегре {(112)}

1
[e1, e2] = −e1 + e2, [e1, e3] = e3, [e2, e3] = e3, [e2, e4] = −α1e1 + α1e2 + α2e3,

[e3, e4] = ε1ε3e1 − ε1ε3e2 +
α2
1−4α2ε1ε3+2ε3

2α1
e3, α1 > 0, α2

1 − 4α2ε1ε3 + 2ε3 �= 0

g11 = ε1, g22 = −ε1,
g34 = ε3

2 [e1, e2] = α1e1 + α1e2 + α2e3, [e1, e4] = − ε1(α2
2ε3+2)
2α1

e3, [e3, e4] =
ε1(α2

2ε3+2)
2α2

e3, α1 > 0, α2 > 0,
α2
2 + 2ε3 �= 0

g11 = ε1, g22 = −ε1,
g34 = ε3

3 [e1, e4] = (α1 + α2)e1 + α3e2, [e2, e4] = −α3ε1ε2e1 + (α1 − α2)e2, [e3, e4] =
2α2

1+2α2
2+ε3

2α1
e3,

α1 > 0, α2 > 0, α3 � 0, 2α2
1ε3 + 2α2

2ε3 + 1 �= 0, α2
3 +

(
2α2

1 − 2α2
2 − ε3

)2 �= 0

g11 = ε1, g22 = ε2,
g34 = ε3

4 [e1, e4] = α1e1 + (α2 + α3)e2, [e2, e4] = (α2 − α3)e1 + α1e2, [e3, e4] =
2α2

1−2α2
3+ε3

2α1
e3, α1 > 0,

α3 > 0, 2α2
1ε3 − 2α2

3ε3 + 1 �= 0, α2
2 +

(
2α2

1 + 2α2
3 − ε3

)2 �= 0

g11 = 1, g22 = −1,
g34 = ε3

5 [e1, e4] = (α1 + 1)e1 + (α2 − 1)e2, [e2, e4] = (α2 + 1)e1 + (α1 − 1)e2, [e3, e4] =
2α2

1+ε3
2α1

e3, α1 �= 0,
2α2

1ε3 + 1 �= 0, 2α2
1 + 4α1α2 − ε3 �= 0

g11 = 1, g22 = −1,
g34 = ε3

6
[e1, e4] = (α1 + α2)e1 − 2α1α2−ε3

2α1
e2 + e3, [e2, e4] = 2α1α2+ε3

2α1
e1 + (α1 − α2)e2 + e3,

[e3, e4] =
2α2

1+ε3
2α1

e3, α1 > 0, α2 �= 0, 2α2
1 + ε3 �= 0

g11 = 1, g22 = −1,
g34 = ε3

7 [e1, e4] = −
√
2
2
e1 + α1e2, [e2, e4] = −α1e1 +

√
2
2
e2, [e3, e4] = α2e3, α1 � 0, α2 > 0

g11 = ε1, g22 = ε1,
g34 = −1

8 [e1, e4] = −
√

6
2
e1 + (α1 + 1)e2, [e2, e4] = (α1 − 1)e1 +

√
6

2
e2, [e3, e4] = α2e3, α1 � 0, α2 �= 0

g11 = 1, g22 = −1,
g34 = −1

9 [e1, e4] = −
√

2
2
e1 + (α1 + 1)e2, [e2, e4] = (α1 − 1)e1 +

√
2

2
e2, [e3, e4] = α2e3, α2 > 0

g11 = 1, g22 = 1,
g34 = 1

Тип Сегре {(22)}

10
[e1, e2] = α1e1 +

(√
2

2
− α1

)
e3, [e2, e3] = −α1e1 +

(
α1 −

√
2
)
e3,

[e1, e4] =
(
α1 +

√
2

2

)
e1 +

(√
2
2

− α1

)
e3, [e2, e4] = α2e1, [e3, e4] = α1e1 +

(
3
√

2
2

− α1

)
e3, α2 �= 0

g12 = −1, g34 = 1

11
[e1, e2] = α1e1 − ε1ε2(2α

2
2−ε2)

2α2
e3, [e2, e3] = α2e1, [e1, e4] = − 2α2

2+ε2
2α2

e1, [e2, e4] = α3e1,

[e3, e4] = − 2α2
2+ε2
2α2

e3, α1 � 0, α2 > 0, α3 �= 0
g12 = ε1, g34 = ε2

12
[e1, e2] =

2α2
1+ε1
2α1

e1, [e2, e3] = − 2α2
1+3ε1
4α1

e3, [e1, e4] = α1e3, [e2, e4] = α2e3 +
2α2

1−ε1
4α1

e4, α1 �= 0,

α1 �=
√

2
2

, α2 �= 0, 6α2
1 + ε1 �= 0

g12 = ε1, g34 = ε2

13 [e1, e2] = −
√
6

3
e1, [e2, e3] = 2

√
6

3
e3, [e1, e4] =

√
6

6
e3, [e2, e4] = α1e1 + α2e3 +

√
6

3
e4, α1 > 0, α2 �= 0 g12 = −1, g34 = ε2

Также назовем алгебраический солитон Риччи
тривиальным, если он изометричен многообразию
Эйнштейна или прямому произведению эйнштей-
нового многообразия и (псевдо)евклидова про-
странства.

В работе [11] была доказана следующая
Теорема 1. Пусть (G, g) — четырехмерная

группа Ли с левоинвариантной (псевдо)римано-
вой метрикой нетривиального алгебраического со-
литона Риччи и тензор Схоутена–Вейля SW три-
виален. Тогда Λ = 0 и оператор Риччи ρ имеет
тип Сегре либо {(112)}, либо {(22)} с единствен-
ным собственным значением, равным нулю.

В работе [12] получена классификация метри-
ческих алгебр Ли четырехмерных групп Ли с ну-
левым тензором Схоутена-Вейля, метрика кото-
рых не является ни конформно плоской, ни Риччи
параллельной. Случаи, в которых оператор Рич-
чи имеет тип Сегре {(112)} или {(22)}, приведе-
ны в таблице 1. В ней используются обозначения
εi = ±1, δ1 = ±1.

Теорема 2. Пусть (G, g) — четырехмерная
метрическая группа Ли с нулевым тензором Схоу-

тена–Вейля, метрика которой не является ни кон-
формно плоской, ни Риччи параллельной. Тогда
(G, g) является нетривиальным алгебраическим
солитоном Риччи тогда и только тогда, когда мет-
рическая алгебра Ли группы (G, g) содержится
в таблице 1 под номерами 2–9.

Доказательство. В силу теоремы 1, нам
необходимо проверить выполнение условия (1)
для оператора Риччи лишь для таких метриче-
ских алгебр Ли, оператор Риччи которых имеет
тип Сегре {(112)} или {(22)}.

Используя вышеприведенную математи-
чеcкую модель, найдем вид оператора Риччи.
В случаях 1–9 из таблицы 1 оператор Риччи ρ
равен

ρ =



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


 ,
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а в случаях 10–13 имеет вид

ρ =



0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0




Далее необходимо проверить выполнение си-
стемы уравнений (1) для оператора Риччи.

В случае 1 система уравнений (1) состоит
из единственного уравнения: 1 = 0. Поэтому груп-
па Ли (G, g), алгебра Ли которой имеет вид 1,
не является алгебраическим солитоном Риччи.

В случаях 2–9 система уравнений (1) вы-
полняется тривиальным образом. Поэтому груп-
па Ли (G, g), алгебра Ли которой имеет вид 2–9,
является алгебраическим солитоном Риччи
при любых значениях параметров.

В случае 10 система уравнений (1) состо-
ит из единственного уравнения:

√
2
2 = 0. Поэто-

му группа Ли (G, g), алгебра Ли которой име-
ет вид 10, не является алгебраическим солитоном
Риччи.

В случае 11 система уравнений (1) состоит
из единственного уравнения: ε2

2α2
= 0, которое

не может выполняться, т.к. ε2 = ±1. Поэто-
му группа Ли (G, g), алгебра Ли которой име-
ет вид 11, не является алгебраическим солитоном
Риччи.

В случае 12 система уравнений (1) состоит
из единственного уравнения: ε1

2α1
= 0, которое

не может выполняться, т.к. ε1 = ±1. Поэто-
му группа Ли (G, g), алгебра Ли которой име-
ет вид 12, не является алгебраическим солитоном
Риччи.

В случае 13 система уравнений (1) состо-
ит из единственного уравнения:

√
6
2 = 0. Поэто-

му группа Ли (G, g), алгебра Ли которой име-
ет вид 13, не является алгебраическим солитоном
Риччи.

3. Заключение. В результате проведен-
ных исследований построена математическая
и компьютерная модель, которая позволяет вы-
числять компоненты тензора Риччи метрических
групп Ли. Кроме того, в работе получена клас-
сификация четырехмерных групп Ли с левоин-
вариантной (псевдо)римановой метрикой алгеб-
раического солитона Риччи с нулевым тензором
Схоутена-Вейля, которые не являются ни кон-
формно плоскими, ни Риччи параллельными.
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