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Рассматривается модель фильтрации вязкой несжи-
маемой жидкости в деформируемой пористой среде. 
Процесс фильтрации может быть описан системой, со-
стоящей из уравнений сохранения массы для жидкой 
и твердой фаз, закона Дарси, реологического соотно-
шения для пористой среды и закона сохранения балан-
са сил. Используется предположение, что пороупругая 
среда обладает и вязкими и упругими свойствами. В од-
номерном случае переход к переменным Лагранжа по-
зволяет свести исходную систему определяющих урав-
нений к системе двух уравнений для эффективного 
давления и пористости соответственно. Целью рабо-
ты является численное исследование возникающей на-
чально-краевой задачи. В пункте 1 даны постановка за-
дачи и краткий обзор литературы по близким к данной 
теме работам. В пункте 2 проводится преобразование 
исходной системы уравнений, в результате которого 
возникает уравнение второго порядка для эффектив-
ного давления и уравнение первого порядка для по-
ристости. В пункте 3 предложен алгоритм численного 
решения начально-краевой задачи. Для численной ре-
ализации используется разностная схема для уравне-
ния теплопроводности с правой частью и схема Рунге-
Кутты второго порядка аппроксимации.

Ключевые слова: пористость, фильтрация, пороупру-
гость, закон Дарси.

The paper considers a model for filtering a viscous 
incompressible fluid in a deformable porous medium. 
The filtration process can be described by a system 
consisting of mass conservation equations for liquid and 
solid phases, Darcy's law, rheological relation for a porous 
medium, and the law of conservation of balance of forces. 
This paper assumes that the poroelastic medium has both 
viscous and elastic properties. In the one-dimensional 
case, the transition to Lagrange variables allows us 
to reduce the initial system of governing equations 
to a system of two equations for effective pressure and 
porosity, respectively. The aim of the work is a numerical 
study of the emerging initial-boundary value problem. 
Paragraph 1 gives the statement of the problem and 
a brief review of the literature on works close to this 
topic. In paragraph 2, the initial system of equations is 
transformed, as a result of which a second-order equation 
for effective pressure and the first-order equation 
for porosity arise. Paragraph 3 proposes an algorithm 
to solve the initial-boundary value problem numerically. 
A difference scheme for the heat equation with the right-
hand side and a Runge–Kutta second-order approximation 
scheme are used for numerical implementation.
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1. Постановка задачи. В работе изучает-
ся следующая квазилинейная система уравнений
составного типа:

∂φρf
∂t

+ div(φ�vfρf ) = 0, (1)

∂ρs(1− φ)

∂t
+ div((1− φ)�vsρs) = 0, (2)

φ(�vf − �vs) = −k(φ)(∇pf + ρf�g), (3)

divvs = −a1(φ)pe − a2(φ)(
∂pe

∂t + �vs · ∇pe),

pe = ptot − pf ,

(4)

∇ptot − ρtot�g = 0, (5)
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ptot = φpf+ (1−φ)ps, ρtot = φρf+(1−φ)ρs. (6)

Система (1)–(6) решается в области (�x, t) ∈
QT = Ω×(0, T ), Ω ∈ Rn при краевых и начальных
условиях

�vs |∂QT
= �vf |∂QT

= 0, φ |t=0= φ0(x).

Здесь ρf , ρs, �vf , �vs — соответственно истинные
плотности и скорости жидкой и твердой фаз,
φ — пористость, pf , ps — соответственно давления
жидкой и твердой фаз, pe — эффективное давле-
ние, ptot — общее давление, ρtot — плотность двух-
фазной среды, �g — вектор ускорения силы тяже-
сти; k(φ) — коэффициент фильтрации, a1(φ) — ко-
эффициент объемной вязкости, a2(φ) — коэффи-
циент объемной сжимаемости. Плотности жидкой
и твердой фаз считаются постоянными. Задача за-
писана в эйлеровых координатах (x, t) ∈ QT .

Математические модели фильтрации пред-
ставляют особый интерес в связи с их широким
применением в различных областях исследований.
Рассматриваемая в данной работе модель при-
менима для описания процессов фильтрации
жидкостей через пористые среды, например: дви-
жение магмы в земной коре, движение грунтовых
вод, нефти и газа [1–4]. Отличительным моментом
при исследовании данного рода задач является учет
сжимаемости пористого скелета. В настоящей
работе учитывается деформация пористой среды,
т.е. функция пористости является искомой.

Близкие по структуре системы уравнений рас-
сматривались в [5–12]. В этих работах на основе
ряда упрощающих предположений исходные си-
стемы сводились к одному уравнению высокого
порядка. В [5] установлена локальная разреши-
мость задачи Коши пространствах С. Л. Соболе-
ва. В [6, 7] исследованы решения типа «простой
волны». В работе [8] проведено численное исследо-
вание одномерной задачи фильтрации жидкости
в случае преобладания вязких свойств пороупру-
гой среды. Численное исследование одномерного
движения магмы в отсутствие массовых сил про-
ведено в [9]. Вопросы обоснования моделей филь-
трации в деформируемой пористой среде в мо-
дельных случаях исследованы в [13–18].

2. Одномерная задача. Рассмотрим од-
номерный случай и перейдем в этой системе урав-
нений к переменным Лагранжа [15]. Пусть x̄ =
x̄(τ, x, t) — решение задачи Коши

∂x̄

∂τ
= vs(x̄, τ), x̄ |τ=t= x.

Положим x̂ = x̄(0, x, t) и возьмем за новые
переменные x̂ и t. Тогда 1 − φ(x̂, t) = (1 −
φ0(x̂))Ĵ(x̂, t), где Ĵ(x̂, t) = ∂x̂

∂x (x̂, t) — якобиан пе-
рехода. Вместо (1)–(6) имеем

∂φ̂

∂t
+

(1− φ̂)

1− φ0

∂

∂x̂
(φ̂v̂f ) = vs

(1− φ̂)

1− φ0

∂

∂x̂
φ̂,

∂(1− φ̂)

∂t
+

(1− φ̂)2

1− φ0

∂v̂s
∂x̂

= 0,

φ̂(v̂s − v̂f ) = k(φ)(
1− φ̂

1− φ0

∂p̂f
∂x̂

− ρ̂f ĝ),

(1− φ̂)

1− φ0

∂v̂s
∂x̂

= −a1(φ̂)p̂e − a2(φ̂)
∂p̂e
∂t

,

(1− φ̂)

1− φ0

∂p̂tot
∂x̂

= −ρ̂totĝ.

Поскольку

v̂s
∂φ̂

∂x̂
=

∂

∂x̂
(φ̂v̂s)− φ̂

∂v̂s
∂x̂

,

то уравнение неразрывности для жидкой фазы
можно привести к виду:

1

1− φ̂

∂φ̂

∂t
+

1

1− φ0

∂

∂x̂
(φ̂(v̂f − v̂s))+

1

1− φ0
φ̂
∂v̂s
∂x̂

= 0.

Используя уравнение неразрывности для твер-
дой фазы, получим:

∂

∂t

(
φ̂

1− φ̂

)
+

1

1− φ0

∂

∂x̂
(φ̂(v̂f − v̂s)) = 0.

Переходя от (x̂, t) к массовым лагранжевым
переменным (y, t) по правилу (1 − φ0(x̂))dx̂ =

dy, y(x̂) =
x̂∫
0

(1 − φ0(η))dη ∈ [0, 1] и формально

заменяя y на x, приходим к следующей системе:

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2

∂vs
∂x

= 0, (7)

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(φ(vf − vs)) = 0, (8)

φ(vf − vs) = −k(φ)((1− φ)
∂pf
∂x

− ρfg), (9)

(1− φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, (10)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe − a2(φ)
∂pe
∂t

. (11)
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Второе уравнение системы с учетом закона
Дарси принимает вид:

∂

∂t
(

φ

1− φ
)− ∂

∂x
(k(φ)((1−φ)

∂pf
∂x

−ρfg)) = 0. (12)

Далее рассматривается случай, когда a1(φ) =
αφ, a2(φ) = βφ. Из (7) и (11) следует уравнение:

∂

∂t

(
ln

φ

1− φ

)
= −αpe − β

∂pe
∂t

. (13)

Используя представление (10) и уравнения
(12) и (13), получим уравнение для определения
функции pe:

∂

∂x

(
k(φ)((1− φ)

∂pe
∂x

+ g(ρtot + ρf ))

)
=

=
φ

1− φ
(αpe + β

∂pe
∂t

). (14)

Из (13) вытекает следующее представление
для пористости:

φ

1− φ
=

φ0

1− φ0
exp(−α

∫ t

0

pe(x, τ)dτ−

−β(pe(x, t)− p0e(x))),

гарантирующее выполнение физического принци-
па максимума 0 < φ < 1 при φ0 ∈ (0, 1) и доста-
точной гладкости pe.

Уравнение (13) для нахождения пористости
перепишем в виде:

∂φ

∂t
= (−αpe − β

∂pe
∂t

)φ(1− φ). (15)

Перейдем в уравнениях (14) и (15) к безразмер-
ным переменным x′ = x/L, t′ = t/T, p′e = pe/P.
Так как α = 1/η, β = βφ, k(φ) = kφn/µ, то
в уравнениях возникнут безразмерные параметры
λ = Tk

βφL2µ , ε =
Tkgρs

PβφLµ , γ = T
ηβφ

, A = PT
η , B = βφP.

Рассмотрим следующую краевую задачу. Пусть в
исходной области в переменных Эйлера на грани-
цах берутся условия vs |x=0,x=1= vf |x=0,x=1= 0,
тогда, учитывая (9), приходим к задаче для отыс-
кания функций pe и φ:

∂pe
∂t

=
λ

a(φ)

∂

∂x

(
b(φ)

∂pe
∂x

)
+ f, (16)

∂φ

∂t
= (−Ape −B

∂pe
∂t

)φ(1− φ), (17)

(
b(φ)

∂pe
∂x

+ c(φ)

)
|x=0,x=1= 0,

pe |t=0= p0e(x), φ |t=0= φ0(x), (18)

где f = ε
a(φ)

∂c(φ)
∂x − γpe, a(φ) = φ

1−φ , b(φ) =

φn(1− φ), c(φ) = φn(
φρf

ρs
+ (1− φ) +

ρf

ρs
).

3. Численное исследование. В области
QT = [0, 1] × [0, 1] построим сетку с шагами h =
1/N, τ = 1/M. Значение сеточной функции φ(x, t),
pe(x, t) в узлах сетки (xi, tn) будем обозначать φn

i ,
pni , i = 0, 1, ..., N ; n = 0, 1, ...,M.

Уравнение (16) аппроксимируем разностной
схемой для уравнения теплопроводности с пере-
менными коэффициентами [19, с. 407]:

ani
pn+1
i − pni

τ
= λ ∧ (σpn+1

i + (1− σ)pni ) + ϕn
i ,

i = 1, 2, ..., N − 1, n ≥ 0, (19)

где ∧p = (bpx̄)x, σ = 1, ϕn
i = ε

cni+1−cni−1

2h − ani γp
n
i .

Уравнение (17) аппроксимируем методом Рунге-
Кутта второго порядка [20, с. 219]:

φn+1
i = φn

i + 0.5τ(k1 + k2), (20)

где k1 = f̄(pni , φ
n
i ), k2 = f̄(pni , φ

n
i + τk1), f̄ =

(−Ape −B ∂pe

∂t )φ(1− φ).
Алгоритм счета следующий: из уравнения (19),

используя начальное приближение для пористо-
сти, находим p1i , далее из уравнения (20) нахо-
дим значение пористости на следующем времен-
ном слое. Повторяем алгоритм M раз.

Рассмотрим следующие значения физических
параметров [21, с. 563]: положим, η = 1013 Па · с,
βφ = 10−8 Па−1, k = 10−8 м2, L = 103 м, µ = 1
Па · c, P = 105 Па, g = 10 м/с2, ρs = 3 · 103
кг/м3, T = 106 с , тогда λ = 1, ε = 3 · 102, γ = 10,
A = 10−2, B = 10−3. Если T = 105 с, то λ = 10−1,
ε = 3 · 101, γ = 1, A = 10−3, B = 10−3. Если
T = 107 c, то λ = 10, ε = 3 ·103, γ = 102, A = 10−1,
B = 10−3. В качестве начального значения для
пористости выбрано φ0(x) = 0.5. Изменение по-
ристости и эффективного давления представлено
на рис. 1, 4 и 2, 5 соответственно. Скорости фаз
представлены на рис. 3, 6, 7.

Устойчивость вычислительного алгоритма
проверяется путем вычислительных эксперимен-
тов, применяя известное правило Рунге [22, с. 75]

R ≈ p(x, h)− p(x, h/2)

2p − 1
.

Под p понимается порядок точности использо-
ванного численного метода, под R — погрешность
решения p(x, h/2). Достаточно провести два рас-
чета на сетках с шагами h1 = h, h2 = h/2, τi = λhi,
λ = const, i = 1, 2. Наблюдения ведутся за
эффективным давлением pe. В рассматриваемом
случае p = 2, R ≈ 0.005, и приближенно опреде-
ляемая относительная погрешность ε̃ ≈ 2%.

4. Заключение. В работе проведено чис-
ленное исследование одномерной нелинейной за-
дачи фильтрации несжимаемой жидкости в вяз-
коупругой пористой среде.
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Рис. 1. Изменение пористости при t = 1

Рис. 2. Изменение эффективного давления t = 1

Рис. 3. Изменение скоростей фаз при t = 1

Рис. 4. Пористость при T = 105 с

Рис. 5. Эффективное давление при T = 105 с

Рис. 6. Скорость твердой фазы T = 105 с

Рис. 7. Скорость жидкой фазы T = 105 с
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