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Метрическая связность с векторным кручени-
ем (также известная как полусимметрическая связ-
ность) является одной из трех основных связностей, 
описанных Э. Картаном. Данная связность играет 
важную роль в случае двумерных поверхностей, так 
как при этом любая метрическая связность является 
связностью с векторным кручением.

К. Яно была доказана важная теорема о связи кон-
формных деформаций и метрических связностей 
с векторным кручением. А именно: риманово мно-
гообразие допускает метрическую связность с век-
торным кручением, тензор кривизны которой равен 
нулю, тогда и только тогда, когда оно является кон-
формно плоским. Таким образом, возникает задача 
об изучении (псевдо)римановых многообразий с ме-
трической связностью с векторным кручением, тен-
зор кривизны которых равен нулю. 

Данная работа посвящена решению поставлен-
ной задачи в случае трехмерных локально симме-
трических многообразий. Кроме того, приводится 
математическая модель, позволяющая вычислять ком-
поненты тензора кривизны метрической связности 
с векторным кручением в случае локально однород-
ных (псевдо)римановых многообразий.

Ключевые слова: (псевдо)римановое многообразие, 
метрическая связность с векторным кручением, ло-
кально однородные многообразия, тензор кривизны.

A metric connection with vectorial torsion (also known 
as a semi-symmetric connection) is one of the three main 
connections described by E. Cartan. This connection plays 
an important role in the case of two-dimensional surfac-
es since, in this case, any metric connection is a connec-
tion with vectorial torsion.

K. Yano proved an important theorem on the connec-
tion of conformal deformations and metric connections 
with vectorial torsion. Namely, a Riemannian manifold ad-
mits a metric connection with vectorial torsion, the curva-
tive tensor of which is zero, if and only if it is conformally 
flat. Thus, the problem of studying (pseudo)Riemannian 
manifolds with metric connection with vectorial torsion, 
the curvature tensor of which is zero, is arisen.

This paper is devoted to solving the problem 
in the case of three-dimensional locally symmetric 
manifolds. In addition, a mathematical model is presented 
that allows one to calculate the components of the curvature 
tensor of a metric connection with vectorial torsion 
in the case of locally homogeneous (pseudo)Riemannian 
manifolds.

Key words: (pseudo)Riemannian manifold, metric connec-
tion with vectorial torsion, locally homogeneous manifolds, 
curvature tensor.
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дится математическая модель, позволяющая вы-
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ской связности с векторным кручением в случае
локально однородных (псевдо)римановых много-
образий.
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A metric connection with vectorial torsion
(also known as a semi-symmetric connection)
is one of the three main connections described
by E. Cartan. This connection plays an important
role in the case of two-dimensional surfaces, since
in this case any metric connection is a connection
with vectorial torsion.

K. Yano proved an important theorem on the con-
nection of conformal deformations and metric con-
nections with vectorial torsion. Namely, a Rieman-
nian manifold admits a metric connection with vec-
torial torsion, the curvature tensor of which
is zero, if and only if it is conformally flat.
Thus, the problem of studying (pseudo)Riemannian
manifolds with metric connection with vectorial
torsion, the curvature tensor of which is zero,
is arised.

This paper is devoted to solving the problem
in the case of three-dimensional locally symmetric
manifolds. In addition, a mathematical model
is presented that allows one to calculate the compon-
ents of the curvature tensor of a metric connection
with vectorial torsion in the case of locally homogen-
eous (pseudo)Riemannian manifolds.

Key words: (pseudo)Riemannian manifold, metric
connection with vectorial torsion, locally homogen-
eous manifolds, curvature tensor.

1. Введение, определения и постановка
задачи. Пусть (M, g) — (псевдо)риманово мно-
гообразие. Определим на данном многообразии

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант: № 18–
31–00033 мол_а).

метрическую связность ∇ с помощью формулы

∇XY = ∇g
XY + g(X,Y )V − g(V, Y )X, (1)

где V — некоторое фиксированное векторное по-
ле, X и Y — произвольные векторные поля, ∇g —
связность Леви-Чивита. Связность ∇ является
одной из трех основных связностей, описанных
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Э. Картаном в работе [1], и называется метри-
ческой связностью с векторным кручением, или
полусимметрической связностью (с точностью до
направления).

Данная связность играет важную роль в слу-
чае двумерных поверхностей, так как в этом слу-
чае любая метрическая связность является связ-
ностью с векторным кручением [1]. В работах [2–7]
изучаются различные аспекты метрических связ-
ностей с векторным кручением.

Важная теорема о связи конформных дефор-
маций и метрических связностей с векторным
кручением была доказана К. Яно в работе [8].

Теорема. Риманово многообразие допускает
метрическую связность с векторным кручени-
ем, тензор кривизны которой равен нулю, тогда
и только тогда, когда оно является конформно
плоским.

Таким образом, возникает задача об изучении
(псевдо)римановых многообразий с метрической
связностью с векторным кручением, тензор кри-
визны которых равен нулю. Данная работа по-
священа решению поставленной задачи в случае
трехмерных локально симметрических многооб-
разий.

2. Предварительные сведения. Тензор
кривизны метрической связности ∇ с векторным
кручением определяется аналогично общему слу-
чаю равенством

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z.

Отметим, что, в отличие от случая связности
Леви-Чивита, в данном случае тензор кривизны
не обязан удовлетворять алгебраическому тожде-
ству Бьянки. Однако верна

Теорема [9, 10]. Пусть (M, g) — (псевдо)ри-
маново многообразие с метрической связностью
с векторным кручением. Тогда тензор кривизны
удовлетворяет алгебраическому тождеству Бьян-
ки

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

тогда и только тогда, когда 1-форма π замкнута
(т.е. dπ = 0), где π(X) = g(X,V ) для любого век-
торного поля X на M .

Исследование кривизны трехмерных локально
однородных (псевдо)римановых многообразий ос-
новывается на следующей теореме, которая была
доказана в римановом случае в работе [11], а в ло-
ренцевом — в [12].

Теорема. Пусть (M, g) — трехмерное локаль-
но однородное (псевдо)риманово многообразие.
Тогда либо (M, g) является локально симмет-
ричным (относительно связности Леви-Чивита),
либо оно локально изометрично трехмерной груп-
пе Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой
метрикой.

Следующий классификационный результат
для случая трехмерных (псевдо)римановых ло-
кально симметричных пространств был получен
в [11,12].

Теорема. Трехмерное локально симметричное
(псевдо)риманово многообразие (M, g) локально
изометрично

1. (псевдо)римановой пространственной форме
R3, S3 или H3 (с нулевой, положительной или
отрицательной секционной кривизной соот-
ветственно), или

2. прямому произведению S2 × R или H2 × R,
или

3. многообразию Уокера (т.е. многообразию
с параллельным изотропным распределе-
нием) с лоренцевой метрикой g, которое
допускает локальную систему координат
(u1, u2, u3) такую, что метрический тензор
имеет вид

g =



0 0 1
0 ε 0
1 0 u2

2α+ u2β(u3) + ξ(u3)


 ,

где ε = ±1, α ∈ R, β и ξ — произвольные
гладкие функции.

Для удобства вычислений мы используем
представление локально однородного простран-
ства M = G/H в виде алгебр Ли (подробнее
см. [13]). Пусть g — алгебра Ли группы изо-
метрий G, h — алгебра Ли подгруппы изотро-
пии H, m — дополнение к h до алгебры g.
Пусть dim h = h и dimm = m. Зафиксируем базис
{e1, . . . , eh, u1, . . . , um} алгебры g, где {ei} и {ui} —
базисы h и m соответственно.

В работе [14] получена классификация трех-
мерных локально однородных (псевдо)римановых
пространств. Далее мы будем использовать нуме-
рацию из этой работы. В частности, из данной
классификации следует

Теорема 1. Пусть M = G/H — трехмерное
локально однородное многообразие, допускающее
локально симметричную (псевдо)риманову мет-
рику. Тогда в алгебре Ли группы G существует
базис {e1, . . . , eh, u1, u2, u3}, где {ei} и {ui} — ба-
зисы h и m соответственно, такой, что скобки Ли
имеют вид, приведенный в таблице.

Таблица для каждого случая также содержит
вид инвариантного метрического тензора.

Опишем математическую модель, позволяю-
щую вычислять компоненты тензора кривиз-
ны для локально однородных (псевдо)римановых
многообразий с метрической связностью с инва-
риантным векторным кручением. Положим,

[ui, uj ]m = ckijuk, [ui, uj ]h = Ck
ijek,

[ei, uj ]m = c̄kijuk,

8



88

Известия АлтГУ. Математика и механика. 2019. № 4 (108)
Трехмерные локально симметрические (псевдо)римановы. . .

Таблица 1
Трехмерные локально симметрические (псевдо)римановы пространства

Случай Скобки Ли Инвариантный
метрический тензор

Ограни-
чения

Пространственные формы
3.5.1

(R3 с рима-
новой

метрикой)

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e1, u1] = −u3,
[e1, u3] = u1, [e2, e3] = e1, [e2, u1] = −u2,
[e2, u2] = u1, [e3, u2] = −u3, [e3, u3] = u2

3.5.2
(S3 с рима-

новой
метрикой)

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e1, u1] = −u3,
[e1, u3] = u1, [e2, e3] = e1, [e2, u1] = −u2,
[e2, u2] = u1, [e3, u2] = −u3, [e3, u3] = u2,
[u1, u2] = e2, [u1, u3] = e1, [u2, u3] = e3



α33 0 0
0 α33 0
0 0 α33


 α33 �= 0

3.5.3
(H3 с рима-

новой
метрикой)

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e1, u1] = −u3,
[e1, u3] = u1, [e2, e3] = e1, [e2, u1] = −u2,
[e2, u2] = u1, [e3, u2] = −u3, [e3, u3] = u2,

[u1, u2] = −e2, [u1, u3] = −e1, [u2, u3] = −e3
3.4.1

(R3 с ло-
ренцевой
метрикой)

[e1, e2] = e2, [e1, e3] = −e3, [e1, u1] = u1,
[e1, u3] = −u3, [e2, e3] = e1, [e2, u2] = u1,
[e2, u3] = u2, [e3, u1] = u2, [e3, u2] = u3

3.4.2
(S3 с лорен-

цевой
метрикой)

[e1, e2] = e2, [e1, e3] = −e3, [e1, u1] = u1,
[e1, u3] = −u3, [e2, e3] = e1, [e2, u2] = u1,
[e2, u3] = u2, [e3, u1] = u2, [e3, u2] = u3,

[u1, u2] = e2, [u1, u3] = −e1, [u2, u3] = −e3




0 0 −α22

0 α22 0
−α22 0 0


 α22 �= 0

3.4.3
(H3 с ло-
ренцевой
метрикой)

[e1, e2] = e2, [e1, e3] = −e3, [e1, u1] = u1,
[e1, u3] = −u3, [e2, e3] = e1, [e2, u2] = u1,
[e2, u3] = u2, [e3, u1] = u2, [e3, u2] = u3,
[u1, u2] = −e2, [u1, u3] = e1, [u2, u3] = e3

Прямые произведения
1.3.5

(S2 × R) [e1, u1] = −u2, [e1, u2] = u1, [u1, u2] = e1


α22 0 0
0 α22 0
0 0 α33


 α22α33 �= 0

1.3.6
(H2 × R) [e1, u1] = −u2, [e1, u2] = u1, [u1, u2] = −e1

Многообразия Уокера

1.1.1 [e1, u1] = u1, [e1, u2] = −u2




0 α12 0
α12 0 0
0 0 α33


 α12α33 �= 0

1.1.5 [e1, u1] = u1, [e1, u2] = −u2, [u1, u2] = e1

1.8.1 [e1, u2] = u1, [e1, u3] = u2




0 0 −α22

0 α22 0
−α22 0 α33


 α22 �= 01.8.4 [e1, u2] = u1, [e1, u3] = u2, [u2, u3] = e1

1.8.5 [e1, u2] = u1, [e1, u3] = u2, [u2, u3] = −e1

2.21.1
[e1, e2] = e2, [e1, u1] = u1, [e1, u3] = −u3,

[e2, u2] = u1, [e2, u3] = u2




0 0 −α22

0 α22 0
−α22 0 0


 α22 �= 0

где ckij , Ck
ij и c̄kij — массивы соответствующих раз-

меров.
Представление изотропии ψ на базисных век-

торах h задается равенством (ψi)
k
j = (ψ (ei))

k
j =

c̄kij , тогда условие инвариантности метрического
тензора g имеет вид:

(ψi)
t · g + g · ψi = 0, i = 1, . . . , h,

где (ψi)
t — транспонированная матрица.

Компоненты связности Леви-Чивита ∇g выра-
жаются через структурные константы и компо-
ненты метрического тензора:

(Γg)
k
ij =

1

2

(
ckij + gskclsjgil + gskclsigjl

)
,

(
Γ̄g

)k
ij
=

1

2
c̄kij −

1

2
gsk c̄lisgjl,

где ∇g
ui
uj = (Γg)

k
ij uk, ∇g

eiuj =
(
Γ̄g

)k
ij
uk и

{
gij

}
—

матрица, обратная к матрице {gij}.
Пусть инвариантный вектор V ∈ m, тогда ком-

поненты метрической связности ∇ с векторным
кручением (1) задаются равенствами:

Γk
ij = (Γg)

k
ij + gijV

k − V sgsjδ
k
i , Γ̄k

ij =
(
Γ̄g

)k
ij
,

где ∇uiuj = Γk
ijuk, ∇eiuj = Γ̄k

ijuk.
Компоненты тензора кривизны R можно вы-

числить с помощью следующей формулы:

Rijks =
(
Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk + Cl

ijΓ̄
p
lk

)
gps

9
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или

Rijks =
1

4
(crik + gtrctki + gtrctik + 2gikV

r − 2δri Vk)

(cjrs + csrj + csjr + 2gjrVs − 2gjsVr)−

−1

4
(crjk + gtrctkj + gtrctjk + 2gjkV

r − 2δrjVk)

(cirs + csri + csir + 2girVs − 2gisVr)−

−1

2
crij(crks + cskr + csrk + 2grkVs − 2grsVk)+

+
1

2
Cl

ij(c̄lks − c̄lsk),

где Vk = V sgsk, cijk = csijgsk, c̄ijk = c̄sijgsk.
Докажем лемму, которую далее будем исполь-

зовать для упрощения выкладок.
Лемма. Пусть (G/H, g) — локально однород-

ное (псевдо)риманово многообразие с метриче-
ской связностью с инвариантным векторным кру-
чением. Тогда условие dπ = 0 равносильно

g (V, [X,Y ]m) = 0, ∀X,Y ∈ g;

либо в базисе

V igijc
j
kt = 0, V igij c̄

j
st = 0. (2)

Здесь i, j, k, t = 1, . . . ,m; s = 1, . . . , h.
Доказательство. Заметим, что

2dπ(X,Y ) = Xπ(Y )− Y π(X)− π([X,Y ]) =

= −2π([X,Y ]) = −2g ([X,Y ] , V ) =

= −2g
(
[X,Y ]m + [X,Y ]h , V

)
.

Т.к. V ∈ m и m⊥h, получаем

dπ(X,Y ) = −g ([X,Y ]m , V ) .

Фиксируя некоторый базис {e1, . . . , eh, u1, . . . , um}
алгебры g, из данного равенства получаем усло-
вие (2). �

Следствием предыдущей леммы является
Теорема 2. Пусть (G/H, g) — трехмерное ло-

кально симметрическое (псевдо)риманово много-
образие с метрической связностью с инвариант-
ным векторным кручением. Тогда, если выполне-
но условие dπ = 0, то

• в случаях 2.21.1, 3.4.1, 3.4.2, 3.4.3, 3.5.1, 3.5.2,
3.5.3 вектор V равен нулю;

• в случаях 1.1.1, 1.1.5, 1.3.5, 1.3.6 вектор V
имеет координаты

(
0, 0, V 3

)
;

• в случаях 1.8.1, 1.8.4, 1.8.5 вектор V имеет
координаты

(
V 1, 0, 0

)
.

Доказательство. Приведем доказательство
теоремы для случая 1.1.1, для остальных случа-
ев теоремы 1 доказательство аналогично. В этом
случае система уравнений (2) имеет вид

V 1α12 = 0, V 2α12 = 0.

Т.к. α12 �= 0 в силу ограничений на компоненты
метрического тензора, то V 1 = V 2 = 0. �

3. Основной результат. Главным резуль-
татом данной работы является следующая

Теорема 3. Пусть (G/H, g) — трехмерное ло-
кально симметрическое (псевдо)риманово много-
образие с метрической связностью с инвариант-
ным векторным кручением. Тогда если тензор
кривизны равен нулю, то

• в случаях 1.1.1, 1.8.1, 2.21.1, 3.4.1, 3.5.1 век-
тор V равен нулю;

• в случае 1.1.5 вектор V имеет координаты(
0, 0,± 1√

−α12α33

)
;

• в случае 1.3.5 вектор V имеет координаты(
0, 0,± 1√

−α22α33

)
и метрика обязана быть ло-

ренцевой;

• в случае 1.3.6 вектор V имеет координаты(
0, 0,± 1√

α22α33

)
и метрика обязана быть ри-

мановой;

• в случае 1.8.4 вектор V имеет координаты(
± 1

α22
, 0, 0

)
.

В случаях 1.8.5, 3.4.2, 3.4.3, 3.5.2, 3.5.3 тензор кри-
визны не может быть равен нулю.

Доказательство. Рассмотрим доказатель-
ство теоремы для случая 1.8.4, для остальных слу-
чаев теоремы 1 доказательство аналогично.

При равенстве нулю тензора кривизны тожде-
ство Бьянки автоматически выполняется, следо-
вательно, необходимо dπ = 0. Тогда по теореме 2
вектор V имеет координаты

(
V 1, 0, 0

)
и уравнение

R = 0 имеет вид

((
V 1α22

)2 − 1
)
α22 = 0.

Так как α22 �= 0 в силу условий на компоненты
метрического тензора, то V 1 = ± 1

α22
. �

4. Заключение. В результате проведен-
ных исследований построена математическая
модель, которая позволяет вычислять компо-
ненты тензора кривизны локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с метрической
связностью с инвариантным векторным кручени-
ем. Кроме того, в работе доказан ряд структур-
ных теорем.
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