
72

Известия АлтГУ. Математика и механика. 2019. № 4 (108)

DOI 10.14258/izvasu(2019)4-10

УДК 514.1
Группы движений собственно гельмгольцевой трехмерной 
геометрии... и симплициальной трехмерной геометрии 
III типа
Р.А. Богданова, В.А. Кыров

Горно-Алтайский государственный университет (Горно-Алтайск, Россия)

Groups of Motions of Properly Three-Dimensional Helmholtz 
Geometry and Simplical Three-Dimensional Geometry 
of the III Type
R.A. Bogdanova, V.A. Kyrov

Gorno-Altaisk State University (Gorno-Altaisk, Russia)

Основными задачами теории феноменологически 
симметричных (ФС) геометрий (геометрий локаль-
ной максимальной подвижности) являются их пол-
ная классификация, вывод уравнения феноменоло-
гической симметрии и нахождение групп движений 
для каждой из них. ФС геометрия задается на много-
образии функцией пары точек. Феноменологическая 
симметрия трехмерных ФС геометрий состоит в нали-
чии функциональной связи между значениями функ-
ции пары точек для всех пар из пяти произвольных 
точек. Их классификация была впервые построена 
В.Х. Левом и позже дополнена В.А. Кыровым сим-
плициальной геометрией III типа. Методами уста-
новления групповой симметрии ФС геометрий яв-
ляются метод решения функциональных уравнений 
на множество движений, разработанный для двумер-
ных и некоторых трехмерных ФС геометрий, и метод 
экспоненциального отображения. 

Методом экспоненциального отображения 
для собственно гельмгольцевой и симплициальной 
III типа трехмерных ФС геометрий находятся явные 
выражения групп движений. Данные вычисления 
производятся с использованием аппарата комплекс-
ного анализа и формулируются в виде отдельной те-
оремы. Группы движений этих геометрий являют-
ся действиями группы Ли SL2(C)R в пространстве R3.

Ключевые слова: геометрия максимальной подвижно-
сти, группа движений, группа Ли, алгебра Ли.

The main tasks of the theory of phenomenologically 
symmetric (PS) geometries (geometries of local maximum 
mobility) are a complete classification of such geometries, 
derivation of the equation of phenomenological symmetry 
and finding groups of motions for the geometries. 
PS geometry is defined on a manifold by a function 
of a pair of points. Phenomenological symmetry 
of three-dimensional PS geometries lies in the presence 
of functional relation between the values of a pair of points 
for all pairs of five arbitrary points. Their classification 
was first built by V.Kh. Lev and later supplemented 
by V.A. Kyrov with simplicial type III geometry. Methods 
for establishing group symmetry of PS geometry contain 
a method of solving functional equations on a set 
of motions developed for two-dimensional and some 
three-dimensional PS geometries and the exponential 
mapping method. 

This paper describes the process of finding explicit 
expressions for the groups of motions with the method 
of exponential mapping for the properly Helmholtz and 
simplicial type III three-dimensional PS geometries. 
These calculations are made using the apparatus 
of complex analysis and formulated as a separate 
theorem. These groups are actions of three Lie groups 
SL2(C)R on the space R3.

Кey words: maximal mobility geometry, group of motions, 
Lie group, Lie algebra.

Введение. В классификации трехмерных фено-
менологически симметричных геометрий (геомет-
рий локальной максимальной подвижности) при-
сутствуют собственно гельмгольцева геометрия 
и симплициальная геометрия III типа, которые зада-
ются следующими функциями пары точек в R3 [1, 2]:
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Основными задачами теории феноменологиче-
ски симметричных (ФС) геометрий (геометрий
локальной максимальной подвижности) являются
их полная классификация, вывод уравнения фе-
номенологической симметрии и нахождение групп
движений для каждой из них. ФС геометрия за-
дается на многообразии функцией пары точек.
Феноменологическая симметрия трехмерных ФС
геометрий состоит в наличие функциональной
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классификация была впервые построена В.Х. Ле-
вом и позже дополнена В.А. Кыровым симпли-
циальной геометрией III типа. Методами установ-
ления групповой симметрии ФС геометрий явля-
ются метод решения функциональных уравнений
на множество движений, разработанный для дву-
мерных и некоторых трехмерных ФС геометрий,
и метод экспоненциального отображения. В дан-
ной статье методом экспоненциального отображе-
ния для собственно гельмгольцевой и симплици-
альной III типа трехмерных ФС геометрий нахо-
дятся явные выражения групп движений. Дан-
ные вычисления производятся с использованием
аппарата комплексного анализа и формулируют-
ся в виде отдельной теоремы. Группы движений
этих геометрий являются действиями группы Ли
SL2(C)R в пространстве R3.

Ключевые слова: геометрия максимальной по-
движности, группа движений, группа Ли, алгебра
Ли.

DOI

The main tasks of the theory of
phenomenologically symmetric (PS) geometries
(geometries local of maximum mobility) are their
complete classification, finding of the equation of
the phenomenological symmetry and finding groups
movements for each of them. PS geometry is defined
on a manifold by a function of a pair of points.
Phenomenological symmetry of three-dimensional
PS geometries is the presence of functional relation
between the values of a pair of points for all pairs
of five arbitrary points. Their the classification was
first built by V.Kh. Lev and later supplemented
by V.A. Kyrov with simplicial type III geometry.
The methods for establishing group symmetry of PS
geometry are method of solving functional equations
on a set of motions, developed for two-dimensional
and some three-dimensional PS geometries, and the
exponential mapping method. This article describes
finding of explicit expressions for the groups of
motions with the method of exponential mapping
for the actually Helmholtz and simplicial type III
three-dimensional PS geometries. These calculations
are made using apparatus of complex analysis and
formulated as a separate theorem. These groups are
actions of three Lie groups SL2(C)R on the space
R3.
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Введение. В классификации трехмерных
феноменологически симметричных геометрий
(геометрий локальной максимальной подвиж-
ности) присутствуют собственно гельмгольцева
геометрия и симплициальная геометрия III типа,
которые задаются следующими функциями пары

точек в R3 [1, 2]:

f(A,B) = ((xA − xB)
2 + (yA − yB)

2)×

× exp
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+ wA + wB

)
, (1)
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f(A,B) = arctg
yA − yB
xA − xB

+ wA + wB ; (2)

где (xA, yA, wA) и (xB , yB , wB) — координаты со-
ответственно точек A и B в R3.

Функции (1) и (2) перепишем, используя ком-
плексные обозначения: z = x + iy, z = x − iy,
arctg(u) = 1

2iLn
1+iu
1−iu , u

a = eaLnu, i2 = −1. Тогда
для гельмогльцевой геометрии получаем

f̃(A,B) =
(zA − zB)

α

(zA − zB)
euA+uB , (3)

где f̃ = f
1

iγ−1 , w = u(iγ − 1), α = γ−i
γ+i ̸= 0, а для

симплициальной геометрии III типа —

f̃(A,B) =
zA − zB
zA − zB

euA+uB , (4)

где f̃ = e−2if , −2iw = u.
Целью работы является нахождение явных

выражений для действий групп Ли собственно
гельмгольцевой трехмерной геометрии и симпли-
циальной трехмерной геометрии III типа. Отме-
тим, что об этих группах движений, без подроб-
ного доказательства, говорится в [2] (теореме 5).

Рассмотрим эффективное и дифференцируе-
мое действие группы Ли G в U ⊂ R3 [2–4], то
есть дифференцируемое отображение

λ : U ×G → U ′,

где U ′ ⊂ R3. Действие λa, определяемое произ-
вольным элементом a ∈ G, называется движени-
ем пространства R3 с функцией пары точек f ,
если для любых A,B ∈ U таких, что ⟨A,B⟩ ∈
Sf , ⟨λa(A), λa(B)⟩ ∈ Sf , выполняется равенство

f
(
λa(A), λa(B)

)
= f(A,B), (5)

причем Sf ⊆ R3 × R3 — область определения
функции f .

Множество всех так определенных движений
образует группу Ли движений. Ее алгебра Ли со-
стоит из операторов X = X1∂x+X2∂y+X3∂w, где
Xµ = Xµ(x, y, w) — дифференцируемая функция
в U, µ = 1, 2, 3 [5].

Явный вид базисных операторов алгебр Ли
групп движений собственно гельмгольцевой гео-
метрии с функцией пары точек (1) и симплици-
альной геометрии III типа с функцией пары точек
(2) найден в работе [6]. Запишем их в комплекс-
ном виде:
для собственно гельмгольцевой геометрии:

∂z, ∂z, 2z∂z + ∂u,

− 2z∂z + α∂u, z
2∂z + z∂u,−z2∂z + αz∂u. (6)

для симплициальной геометрии III типа:

∂z, ∂z, 2z∂z − ∂u,

− 2z∂z − ∂u, z
2∂z − z∂u,−z2∂z − z∂u. (7)

В работе [2] доказано, что алгебры Ли (6) и
(7) изоморфны алгебре Ли sl2(C)R, являющейся
овеществлением комплексной алгебры Ли sl2(C)
[7, 8].

Явные выражения для действий групп
Ли. Метод нахождения групп движений заклю-
чается в применении экспоненциального отобра-
жения [9]:




x′

y′

w′


 = Exp(tX)




x
y
w


 ,

где t — вещественный параметр, а X — произволь-
ный оператор алгебры Ли группы движений,

Exp(tX) = 1 + tX +
t2X2

2!
+ · · · .

С помощью экспоненциального отображения на-
ходятся однопараметрические подгруппы, соот-
ветствующие базисным операторам алгебр Ли
групп движений, а затем композицией этих под-
групп ищутся явные выражения локальных дей-
ствий групп Ли.

Поскольку базисные операторы (6) и (7) запи-
саны в комплексном виде, то экспоненциальное
отображение удобнее будет вычисляться в ком-
плексном виде:




z′

z̄′

u′


 = Exp(tZ)




z
z̄
u


 , (8)

где t — уже комплексный параметр, Z — опера-
тор алгебры Ли группы движений, являющийся
линейной комбинацией операторов (6) или (7).

Теорема. Группы движений гельмгольцевой
трехмерной геометрии с функцией пары точек
(3) и симплициальной трехмерной геометрии III
типа с функцией пары точек (4) в явном виде
записываются так:
для собственно гельмгольцевой геометрии

z′ =
az + b

cz + d
,

u′ = u+ α ln (cz + d)− ln (cz + d), (9)

для симплициальной геометрии III типа

z′ =
az + b

cz + d
, u′ = u+ ln

cz + d

cz + d
, (10)

где ad− bc = 1, a, b, c, d = const ∈ C.

Доказательство. Сначала вычислим экспо-
ненциальное отображение (8) для базисных опе-
раторов алгебры Ли (6).

2

,

дифференцируемое отображение
т. е.

;

:

:

1

отображение удобнее будет вычислить в ком-
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Применяя экспоненциальное отображение (8)
к базисным операторам Z1 = ∂z, Z3 = 2z∂z + ∂u
и Z5 = z2∂z + z∂u, получаем явные выражения
подгрупп:




z′

z̄′

u′


 = Exp(t1Z1)




z
z̄
u


 =




z + t1
∂z
∂z +

t21
2! (

∂
∂z (

∂z
∂z )) + · · ·

z̄ + t1
∂z̄
∂z +

t21
2! (

∂
∂z (

∂z̄
∂z )) + · · ·

u+ t1
∂u
∂z +

t21
2! (

∂
∂z (

∂u
∂z )) + · · ·


 =




z + t1
z̄
u


 ;




z′

z̄′

u′


 = Exp(t3Z3)




z
z̄
u


 =




e2t3z
z̄

u+ t3


 ;




z′

z̄′

u′


 = Exp(t5Z5)




z
z̄
u


 =

=




z

1− t5z
z̄

u− ln(1− t5z)


 .

Применяя теперь экспоненциальное отображе-
ние (8) к базисным операторам Z2 = ∂z̄, Z4 =
−2z̄∂z̄ + α∂u и Z6 = −z̄2∂z̄ + αz̄∂u аналогично по-
лучаем подгруппы:

z′ = z, z̄′ = z̄ + t2, u
′ = u;

z′ = z, z̄′ = e−2t4 z̄, u′ = u+ αt4;

z′ = z, z̄′ =
z̄

1 + t6z̄
, u′ = u+ α ln(1 + t6z̄).

Из симметрии операторов Z1, Z3, Z5 и Z2, Z4,
Z6, вытекает симметрия для выражений найден-
ных подгрупп, то есть ¯̄′z = z′, поэтому t2 = t̄1,
t4 = −t̄3, t6 = −t̄5. С учетом полученного вычис-
ляя композицию выше найденных подгрупп, име-
ем

z′ =
az + b

cz + d
,

u′ = u+ α ln (cz + d)− ln (cz + d) + p, (11)

причем a = e2t3 ̸= 0, b = t1e
2t3 , c = −t5e

2t3 , d =
1−t5e

2t3 = 1+c, p = t3−αt̄3, △ = ad−bc = e2t3 ̸= 0.
В дробной формуле выражений (11) из свойства
однородности следует, что каждый из парамет-
ров можно умножить на любое комплексное чис-
ло, поэтому переходим к другим параметрам, ко-
торые обозначим соответственно a′ = a/β, b′ =
b/β, c′ = c/β, d′ = d/β, p′ = p + αlnβ − lnβ, где
β – это любое комплексное число, причем △′ =
a′d′ − b′c′ ̸= 1. Тогда формулы (11) примут вид:

z′ =
a′z + b′

c′z + d′
,

u′ = u+ α ln (c′z + d′)− ln (c′z + d′) + p′, (12)

Воспользовавшись условием инвариантности
функции пары точек относительно преобразова-
ний группы движений, т. е. равенством (5), по-
лучаем α ln∆′ + 2p′ = 0. В (12) можно положить
△′ = 1 (свойство однородности дробной форму-
лы выражений (11)), β – принимает подходящее
значение, значит p′ = 0. Тогда группа движений
собственно гельмгольцевой трехмерной геометрии
в прежних обозначениях параметров принимает
вид (9).

Аналогично находится группа движений сим-
плициальной геометрии III типа — (10), в которых
u′ – мнимое число. �

Заключение. В работе представлено полное
решение задачи о нахождении групп движений
для собственно гельмгольцевой и симплициаль-
ной III типа трехмерных геометрий методом экс-
поненциального отображения. Эта задача может
быть продолжена на особые феноменологически
симметричные расширения евклидовых и псевдо-
евклидовых геометрий размерности выше 3 [10].

Остаются актуальными также задачи о разра-
ботке методов решения функциональных уравне-
ний на множество движений [11], методов вывода
уравнения феноменологической симметрии (ФС)
трехмерных геометрий [12].
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