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В работах многих математиков изучаются ло- 
кально однородные (псевдо)римановы многообра- 
зия, более общим случаем которых являются ло- 
кально конформно однородные (псевдо)римановы 
прос транс тва (многоо бразия, конформные пре- 
образования на которых действуют транзитивно). 
Такие пространства исследовались в случае как ри- 
мановой, так и псевдоримановой метрик. Из работы 
Е.Д. Родионова, В.В. Славского и Л.Н. Чибриковой 
известно, что если для многообразий размерности 
n ≥ 4 тензор Вейля имеет ненулевой квадрат дли- 
ны, то с помощью конформной деформации можно 
из локально конформно однородного (псевдо)рима- 
нова пространства получить локально однородное 
пространство. Отсюда естественным образом сле- 
дует задача об исследовании таких (псевдо)рима- 
новых локально конформно однородных и локаль- 
но однородных многообразий, для которых квадрат 
длины тензора Вейля равен нулю, но при этом сам 
тензор нулю не равен (такой тензор Вейля еще на- 
зывают изотропным).

Приводится описание пошагового алгоритма ре- 
шения задачи о классификации четырехмерных ло- 
кально однородных (псевдо)римановых многообра- 
зий с изотропным тензором Вейля и нетривиальной 
подгруппой изотропии.

Ключевые слова: (псевдо)римановое многообразие, 
изотропный тензор Вейля, системы компьютерной ма- 
тематики.

The locally homogeneous (pseudo)Riemannian 
m anifold s  are  s tudie d  by  m any  m at h em at ici ans. 
The more general cases of these manifolds are spaces 
where conformal transformations act transitively. They 
are also called the locally conformally homogeneous 
(pseudo)Riemannian manifolds. It is worth noting 
that such manifolds were investigated both for the case 
of Riemannian metric, and for the case of pseudo- 
Riemannian metric.

The work of E.D. Ro dionov, V.V. Slavskii, and 
L.N. Chibrikova claims that if there is a Weyl tensor 
wit h  t he  non-zero  s quare d  lengt h  for  a  manifold 
of dimension n ≥ 4, then a locally homogeneous space 
can be obtained from a locally conformally homogeneous 
(pseudo)Riemannian space by means of a conformal 
deformation. Hence, there should be a naturally arisen 
problem to investigate such (pseudo)Riemannian locally 
conformally homogeneous and locally homogeneous 
manifolds for which the squared length of the Weyl tensor 
equals to zero, but the tensor itself is not equal to zero 
(such a Weyl tensor is also called isotropic).

In this paper, we describe a step-by-step algorithm 
to solve the problem of classification of four-dimensional 
locally homogeneous pseudo-Riemannian manifolds 
with an isotropic Weyl tensor and a non-trivial isotropy 
subgroup.

Key words: (pseudo)Riemannian manifold, isotropic Weyl 
tensor, systems of computer mathematics.
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В работах многих математиков изучаются ло-
кально однородные (псевдо)римановы многообра-
зия, более общим случаем которых являются ло-
кально конформно однородные (псевдо)римановы
пространства (т.е. многообразия, конформные
преобразования на которых действуют транзитив-
но). Стоит заметить, что такие пространства ис-
следовались как в случае римановой, так и случае
псевдоримановой метрик.

Из работы Родионова Е.Д., Славского В.В. и
Чибриковой Л.Н. известно, что, если для много-
образий размерности n ≥ 4 тензор Вейля име-
ет ненулевой квадрат длины, тогда с помощью
конформной деформации можно из локально кон-
формно однородного (псевдо)риманова простран-
ства получить локально однородное простран-
ство. Отсюда естественным образом появляется
задача об исследовании таких (псевдо)римановых
локально конформно однородных и локально од-
нородных многообразий, для которых квадрат
длины тензора Вейля равен нулю, но при этом сам
тензор нулю не равен (такой тензор Вейля ещё на-
зывают изотропным).

В данной работе приводится описание поша-
гового алгоритма решения задачи о классифика-
ции четырехмерных локально однородных (псев-
до)римановых многообразий с изотропным тензо-
ром Вейля и нетривиальной подгруппой изотро-
пии.

Ключевые слова: (псевдо)римановое многообра-
зие, изотропный тензор Вейля, системы компью-
терной математики.
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The locally homogeneous (pseudo)Riemannian
manifolds are studies in the works of many mathem-
aticians. The more general case of this manifolds are
spaces, whose conformal transformations act transit-
ively. They are also called the locally conformally
homogeneous (pseudo)Riemannian manifolds. It is
worth noting that such manifolds were investigated
both in the case of Riemannian metric, and in
the case of pseudo-Riemannian metric.

From the work of Rodionov E.D., Slavskii V.V.
and Chibrikova L.N. it is known that if for
a manifold of dimension n ≥ 4 has a non-zero
squred length of the Weyl tensor, then by means
of a conformal deformation we can obtain a loc-
ally homogeneous space from a locally conformally
homogeneous (pseudo)Riemannian space. Hence
the problem naturally arises of investigating such
(pseudo)Riemannian locally conformally homogen-
eous and locally homogeneous manifolds for which
the square of the length of the Weyl tensor is zero,
but the tensor itself is not equal to zero (such a Weyl
tensor is also called isotropic).

In this paper, we describe a step-by-step al-
gorithm for solving the problem of classifying four-di-
mensional locally homogeneous pseudo-Riemannian
manifolds with an isotropic Weyl tensor and a non-
trivial isotropy subgroup.

Key words: (pseudo)Riemannian manifold, isotropic
Weyl tensor, systems of computer mathematics.

Введение
При исследовании локально конформно одно-

родных (псевдо)римановых пространств [1] логич-
ным продолжением являются (псевдо)римановы
многообразия с изотропным тензором Вейля.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант: № 18–
31–00033 мол_а).

В случае трехмерных групп Ли с левоинвари-
антной лоренцевой метрикой в работах [2, 3] для
данных многообразий получена исчерпывающая
классификация трехмерных групп Ли, для кото-
рых тензор Схоутена — Вейля (аналог тензора
Вейля в трехмерном случае) является изотроп-
ным. В данной работе исследованы локально од-
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нородные четырехмерные псевдоримановы много-
образия с изотропным тензором Вейля, имеющие
нетривиальную подгруппу изотропии.

Пусть (M, g) — (псевдо)риманово многообра-
зие размерности n; X,Y, Z, V — векторные поля
на M . Обозначим через ∇ связность Леви-Чивита
и через R(X,Y )Z = [∇Y ,∇X ]Z +∇[X,Y ]Z тензор
кривизны Римана. Тензор Риччи r и скалярную
кривизну s определим как

r(X,Y ) = tr(V → R(X,V )Y ), s = trg(r).

Тензор Вейля W будет иметь следующий вид:

W = R−A∧©g,

где A = 1
n−2

(
r − sg

2(n−1)

)
, (A∧©g)(X,Y, Z, V ) =

A(X,Z)g(Y, V )+A(Y, V )g(X,Z)−A(X,V )g(Y, Z)−
A(Y, Z)g(X,V ).

Определение 1 [2 ]. Векторное поле v, опре-
деляющее инфинитезимальное изометричное пре-
образование (псевдо)риманова пространства, бу-
дем называть киллинговым, если

vi,j + vj,i = 0. (1)

Соответственно, векторное поле v, определяющее
инфинитезимальное конформное преобразование
(псевдо)риманова пространства, будем называть
конформно-киллинговым, если

vi,j + vj,i = 2w gik, (2)

где w = vk,ig
ik/n.

Определение 2 [2 ]. Пусть (M, g) — связ-
ное (псевдо)риманово многообразие, для любой
точки x0 которого и любого касательного векто-
ра v0 ∈ Tx0

M существует векторное поле v(x)
в окрестности точки x0, удовлетворяющее урав-
нению (1), такое, что v(x0) = v0. Многообра-
зие в этом случае назовем локально однородным
пространством. Соответственно, если векторное
поле v(x) удовлетворяет системе уравнений (2),
то многообразие назовем локально конформно од-
нородным пространством.

Локально конфорно однородные пространства
исследованы, например, в работах [4–8]. В рабо-
те [2] доказана
Теорема 1. Пусть (M, g) — локально конформно
однородное связное пространством, и пусть хотя
бы в одной точке имеем ‖W‖2 �= 0 (‖SW‖2 �= 0
при dimM = 3). Тогда (M, g) конформно эквива-
лентно локально однородному пространству.

Отсюда естественным образом появляется за-
дача об исследовании таких (псевдо)римановых
локально конформно однородных и локально од-
нородных многообразий, для которых квадрат
длины тензора Вейля равен нулю, но при этом сам
тензор нулю не равен. Далее такой тензор Вейля
будем называть изотропным.

Замечание. В случае римановых многооб-
разий из того, что квадрат длины тензора Вей-
ля равен нулю (‖W‖2 = 0), следует, что сам тен-
зор равен нулю, поскольку в ортонормированном
базисе из векторов в касательном пространстве
произвольной точки многообразия квадрат длины
тензора Вейля представляет собой сумму квадра-
тов всех компонент, а значит, равен нулю тогда и
только тогда, когда каждая компонента тензора
равна нулю.

Заметим также, что применение систем ком-
пьютерной математики для изучения локально
однородного (псевдо)риманова пространств с изо-
тропным тензором Вейля становится возможным
при малой размерности таких многообразий. Да-
лее приведем математическую модель, позволя-
ющую вычислять квадрат длины тензора Вейля
на локально однородном (псевдо)римановом про-
странстве (подробнее см. [9, 10]).

Пусть (M = G/H, g) — однородное (псевдо)ри-
маново многообразие размерности m, g — ал-
гебра Ли группы G, h — подалгебра изотропии,
m = g/h — (необязательно редуктивное) дополне-
ние к h в g, h = dim h.

Пусть {e1, e2, . . . , eh, u1, u2, . . . , um} — базис g,
где {ei} и {ui} — базисы h и m соответственно.
Положим

[ui, uj ]m = ckijuk, [ui, uj ]h = Ck
ijek,

[hi, uj ]m = c̄kijuk,

где ckij , Ck
ij и c̄kij — массивы соответствующих раз-

меров.
Первым этапом решения задачи станет вычис-

ление представления изотропии ψ на базисных
векторах h:

(ψi)
k
j = (ψ (ei))

k
j = c̄kij , (3)

и запись условия инвариантности метрического
тензора g:

(ψi)
t · g + g · ψi = 0, i = 1, . . . , h, (4)

где (ψi)
t — транспонированная матрица.

Далее с помощью уже известных структурных
констант и матрицы метрического тензора нахо-
дим компоненты связности Леви-Чивита ∇:

Γk
ij =

1

2

(
ckij + gskclsjgil + gskclsigjl

)
;

Γ̄k
ij =

1

2
c̄kij −

1

2
gsk c̄lisgjl,

где ∇ui
uj = Γk

ijuk, ∇hi
uj = Γ̄k

ijuk и
{
gij

}
— мат-

рица, обратная к матрице {gij}.
Следующим этапом решения задачи становит-

ся вычисление компонент тензора кривизны R и
тензора Риччи r:

Rijks =
(
Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk + Cl

ijΓ̄
p
lk

)
gps,
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rik = Rijksg
js.

Далее становится возможным нахождение
компонент тензора одномерной кривизны

Aij =
1

n− 2

(
rij −

sgij
2(n− 1)

)
,

вычисление тензора Вейля

Wijkt = Rijkt −Aikgjt −Ajtgik +Aitgjk +Ajkgit,

а также квадрата его длины

‖W‖2 = WijktWαβγδg
iαgjβgkγgtδ.

Пример вычислений
Рассмотрим локально однородное псевдори-

маново пространство размерности 4, имеющее в
классификации [11] номер 1.11.1. В алгебре Ли g
существует базис {e1, u1, u2, u3, u4} — базис g, где
{e1} и {ui} — базисы h и m. Скобки Ли на базис-
ных векторах имеют вид

[e1, u1] = u1, [e1, u3] = −u3, [u1, u3] = u2,

[u2, u4] = u2, [u3, u4] = u3.

Вычисляем представление изотропии (3):

ψ1 =



1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0




и записываем условие (4) инвариантности метри-
ческого тензора:

α12 = 0, α14 = 0, α11 = 0;

α23 = 0, α33 = 0, α34 = 0.

При решении данной системы уравнений отно-
сительно компонент метрического тензора полу-
чаем, что инвариантное скалярное произведение
обязано иметь следующий вид:

g =




0 0 α13 0
0 α22 0 α24

α13 0 0 0
0 α24 0 α44


 .

Оно также обязано иметь либо лоренцеву
(+,+,+,−), либо нейтральную (+,+,−,−) сигна-
туру.

По вышеприведенным формулам вычисляем
ненулевые компоненты тензора Вейля

W1324 = W2413 = −1

2
α22;

W2424 = −α22(α
2
13 − 2α22α44 + 2α2

24)

6α2
13

;

W1313 =
α22(α

2
13 − 2α22α44 + 2α2

24)

6(α22α44 − α2
24)

;

W1223 = W2312 = −α2
22(α

2
13 − 2α22α44 + 2α2

24)/

/(12α13(α22α44 − α2
24));

W1434 = W3414 = (α2
13 − 2α22α44 + 2α2

24)α22α44/

/(12α13(α22α44 − α2
24));

W1234 = W3412 = α22(α
2
13α24 − 3α13α22α44+

+3α13α
2
24 − 2α22α24α44 + 2α3

24)/

/(12α13(α22α44 − α2
24));

W1423 = W2314 = −(α2
13α24 + 3α13α22α44−

−3α13α
2
24 − 2α22α24α44 + 2α3

24)α22/

/(12α13(α22α44 − α2
24))

и квадрат его длины

‖W‖2 = (α4
13 − 13α2

13α22α44 + 13α2
13α

2
24+

+4α2
22α

2
44 − 8α22α

2
24α44 + 4α4

24)α
2
22/

/(3(α22α44 − α2
24)

2α4
13).

Решая уравнение ‖W‖2 = 0, получим два ре-
шения

α22 = 0 или α22 =
13α2

13 + 8α2
24 ± 3

√
17α2

13

8α44
.

При α22 = 0 тензор Вейля будет тривиальным, а
при втором решении зануляются не все компонен-
ты тензора Вейля, а значит, тензор Вейля являет-
ся изотропным. Таким образом, получим следую-
щую теорему
Теорема 2. Локально однородное 4-мерное псев-
дориманово пространство 1.11.1 имеет изотроп-
ный тензор Вейля тогда и только тогда, когда ин-
вариантная метрика g имеет вид

g =




0 0 α13 0
0 α22 0 α24

α13 0 0 0
0 α24 0 α44


 .

где α22 =
13α2

13+8α2
24±3

√
17α2

13

8α44
, α13 �= 0, при-

чем инвариантное скалярное произведение обяза-
но иметь лоренцеву (+,+,+,−) сигнатуру.

Заключение. В результате проведенных ис-
следований построена математическая модель,
позволяющая получить исчерпывающую класси-
фикацию локально однородных (псевдо)римано-
вых многообразий размерности 4 с изотропным
тензором Вейля и нетривиальной подгруппой изо-
тропии.
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