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Проводится исследование математических моде-
лей прикладного портфельного анализа, способов 
идентификации их параметров и численных мето-
дов обоснования оптимальных решений. В настоящее 
время комплекс математических методов портфельно-
го анализа в финансовой сфере принципиально раз- 
личен в двух случаях. Первый связан с выбором ак-
тивов, доходность которых стабильна, но существует 
ненулевая вероятность их потери. Тогда цель порт-
фельного анализа состоит в определении оптималь- 
ного набора активов, при котором риски потерь яв-
ляются минимальными. Второй подход, для которого 
применима теория Марковица, состоит в выборе со-
вокупности компенсационных активов. Считается, 
что доходность активов является случайной величи-
ной, но вероятности их полных потерь нулевые. Тогда 
цель портфельного анализа состоит в выборе сово-
купности активов, которая обеспечит высокую сред- 
нюю доходность и минимальное отклонение уровня 
дохода от этой величины. Предлагается комплекс ма- 
тематических методов поддержки принятия решений 
для теории Марковица, основанный на идее форми- 
рования таблицы вариантов оптимальных портфелей 
и использовании принципов ожидаемой полезности, 
в том числе субъективной, для выбора портфеля, ко-
торый соответствует инвестиционным предпочтени- 
ям лиц, принимающих решения.

Ключевые слова: теоретико-вероятностная модель 
Марковица, обоснование решений при неопределен- 
ности, субъективная полезность инвестиционных ре- 
шений, прикладной портфельный анализ.

In  t his  p ap er,  we  study  mat hemat ic a l  mo dels 
of applied portfolio analysis, methods for identifying 
their parameters, and numerical methods to substantiate 
optimal solutions. At present, the group of mathematical 
methods of portfolio analysis in the financial sphere 
is fundamentally different in two aspects. The first one 
is related to the choice of assets which profitability 
is stable, but there is a non-zero probability of losing assets. 
Then the purpose of the portfolio analysis is to determine 
the optimal set of assets at which the risks of loss are 
minimal. The second approach, for which the Markowitz 
theory is applicable, concerns selecting a set of compensatory 
assets. It is believed that the return on assets is a random 
variable, but the probability of their total losses is zero. 
Then the purpose of the portfolio analysis is to select 
a set of assets that will provide a high average return and 
a minimum deviation of income from this average. This 
paper discusses the mathematical problems of applying 
the Markowitz theory, which allows selecting the optimal 
set of compensation assets with high average returns. 
A s et of m at h em at ic a l de ci sion-m a k ing s upp or t 
methods for the Markowitz theory are proposed, and 
the set of methods is based on the idea of forming 
a table of options for optimal portfolios and on using 
the principles of expected utility, including subjective, 
to choose a portfolio that corresponds to the investment 
preferences of decision makers..

Key words: the Markowitz mean-variance analysis, sub- 
stantiating optimal solutions during uncertainties, subjective 
utility of investment decisions, applied portfolio analysis.
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Введение
Математическая модель Марковича опубликована 

в работе [1] и составляет основу современного при-
кладного портфельного анализа [2–5]. При матема-

тическом моделировании рассматриваемой задачи 
поддержки принятия решений существенно исполь-
зуются методы теории вероятностей и математичес-
кой статистики. Основные понятия прикладного
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портфельного анализа — доходность и риск вари-
анта инвестиционного портфеля — являются ста-
тистическими оценками математического ожидания 
и доверительного интервала случайной величины. 
Под вариантом портфеля далее понимается выбран-
ная совокупность активов и фиксированные доли 
инвестиционного фонда, выделенные для их реали-
зации. Итоговым результатом прикладного портфель-
ного анализа является выбор оптимального варианта 
портфеля, для которого риски и доходности сбалан-
сированы в представлении инвестора.

В литературе выделены две главные причины 
ограниченного использования теории Марковица 
на практике. Во-первых, трудности оценок кова-
риационной матрицы, которая участвует в фор-
муле риска, и средних доходностей активов [6]. 
Параметры совместного распределения доходно-
стей активов претерпевают существенные измене-
ния в период инвестирования, ковариации между 
ними нестабильны, т.е. их практически невозмож-
но оценить по данным статистических наблюдений. 
Следует отметить, что приведенная причина неу-
странима для прикладного портфельного анализа. 
Она характерна для эмпирических методов иссле-
дования, в которых выполнение принципа эмпи-
рического моделирования «так было — так будет» 
следует контролировать [7]. 

В работе Н.М. Оскорбина и М.Н. Мадиярова [5] 
предлагается состояние экономики в предметной об-
ласти инвестирования классифицировать как ста-
бильное, нестабильное и кризисное. В математической 
статистике разработаны соответствующие методики 
идентификации этих состояний. В двух первых слу-
чаях предложены соответствующие методики при-
кладного портфельного анализа [5], которые рассмо-
трим ниже. В последнем случае теория Марковица 
не применима.

Второе ограничение прикладной значимости те-
ории Марковица связано с обоснованием компро-
миссного значения доходности и риска при выборе 
оптимального варианта инвестиционного портфеля. 
В настоящее время в литературе выделяют три типа 
портфелей [8]: консервативный, который характери-
зуется незначительными рисками; умеренный, когда 
риски оцениваются как средние; агрессивный, для ко-
торого риски снижения доходности портфеля доста-
точно велики. Инвестору рекомендуется формиро-
вать сбалансированный портфель, который включает 
в себя активы всех трех типов, например, в пропор-
циях 60, 30 и 10%. 

Приведенная рекомендация требует, на наш 
взгляд, разработки операционной методики. В дан-
ной работе рассмотрены математические задачи при-
менения подхода Марковица, которые позволяют вы-
брать оптимальный набор компенсационных активов 
с высокой средней доходностью, сбалансированной 

с уровнем риска. В статье предлагается комплекс ма-
тематических методов поддержки принятия решений 
для теории Марковица, основанный на идее форми-
рования таблицы вариантов оптимальных портфе-
лей [5] и на использовании принципов ожидаемой 
полезности для выбора портфеля, который соответ-
ствует инвестиционным предпочтениям лиц, прини-
мающих  решения [9]. 

Новым направлением прикладного портфельно-
го анализа является применение для выбора опти-
мального портфеля теории субъективной полезности. 
В работе [10] предложен такой подход, согласован-
ный с классическим подходом критерия Гурвица [9]. 
Именно его мы  рекомендуем для использования в со-
ставе математических задач прикладного портфель-
ного анализа.

Математические модели и методы
Пусть для формирования оптимального портфеля 

выбраны n активов, доходность которых на период ин-
вестирования — случайные величины , 1,...,=iQ i n  
с математическими ожиданиями , 1,...,=iQ i n  и дис-
персиями [ ], 1,...,=iD Q i n . Пусть , 1,...,=ix i n  — доли 
использования каждого актива в формируемом порт-
феле, которые удовлетворяют условиям

               
1

1, 0, 1,...,
=
= ≥ =∑n

i ii
x x i n.                  (1)

Тогда доходность портфеля QP на периоде инвести-
рования — случайная величина, значения которой за-
висят от доходностей активов по следующей формуле:

                          
1=

= ⋅∑n
P i ii

Q x Q .                             (2)

С учетом (2) выражение для средней доходности 
портфеля имеет вид:

                           
1=

= ⋅∑n
P i ii

Q x Q .                            (3)

Найдем выражение для дисперсии доходности 
портфеля D[Qp]:

      ( )
2

2
1

[ ] [( ) ] ( )
=

 
 = − = ⋅ −
  
∑n

P P i i ii
D Q M Q Q M x Q Q .

Откуда получаем требуемую формулу в матрич-
ной записи:

                          [ ]= ⋅ ⋅ T
PD Q x K x .                             (4)

Здесь xT — вектор столбец долей активов размер-
ности (n × 1); K — ковариационная матрица (n × n) 
активов, которая отражает взаимозависимость доход-
ностей выбранных активов.

Модель Марковица предписывает выбор опти-
мального вектора ∗x  долей, при котором средняя до-
ходность портфеля должна быть не меньше заданной 
инвестором величины P0:

В литературе выделены две главные причины огра-
ниченного использования теории Марковица на прак-
тике. Во-первых, трудности оценок ковариационной 
матрицы, которая участвует в формуле риска, и сред-
них доходностей активов [6]. Параметры совместно-
го распределения доходностей активов претерпевают 
существенные изменения в период инвестирования, 
ковариации между ними нестабильны, т.е. их прак-
тически невозможно оценить по данным статисти-
ческих наблюдений. Следует отметить, что приведен-
ная причина неустранима для прикладного портфель-
ного анализа. Она характерна для эмпирических ме-
тодов исследования, в которых выполнение принципа 
эмпирического моделирования «так было — так бу-
дет» следует контролировать [7].



77

Математические задачи прикладного портфельного анализа

77

Математические задачи...

                     [ ] min= ⋅ ⋅ →T
PD Q x K x ;                     (5)

                        01=
= ⋅ ≥∑n

P i ii
Q x Q P ;                       (6)

                 
1

1, 0, 1,...,
=
= ≥ =∑n

i ii
x x i n.                (7)

Из формулы (6) следует, что средний уровень до-
ходности портфеля PQ  изменяется в пределах

                             ≤ ≤MIN P MAXQ Q Q .                        (8)

В выражении (8) 
1 1 1 1min( ; ;...; ); max( ; ;...; )= =MIN n MAX nQ Q Q Q Q Q Q Q . 

Таким образом, при формировании таблицы вариан-
тов указанные границы для выбора требуемой доход-
ности 0P  в формуле (6) определяются выражением (8).

Рассмотрим уровни риска для оценок реальной до-
ходности портфеля. Обозначим границы доходности 
варианта p  портфеля с числовыми характеристика-
ми , [ ]P PQ D Q , как ,P PH V . Доверительный интервал 
для реальной доходности портфеля запишется так:

            ≤ ≤P P PH Q V , где = −∆P P PH Q ; 

           = +∆P P PV Q .; [ ]α∆ =P Pt D Q .                  (9)

Здесь αt  — квантиль распределения доходности, 
определяемый заданным уровнем доверительной ве-
роятности.

Формирование таблицы вариантов инвестици-
онных портфелей

Для использования модели Марковица (5)–(7) 
на практике необходимо найти вероятностные 
оценки ее параметров и обосновать выбор уровня 
P0 средней доходности оптимального портфеля. 
Эту задачу решаем путем формирования таблицы 
вариантов инвестиционных портфелей при раз-
ных значенияхP0. Для этого зададим сетку значе-
ний P0 в границах (8), число значений которой 
определяется требуемой точности расчетов. В ка-
честве примера в таблице представлены варианты 
портфелей, сформированных из пяти активов 

1 5−A A .

Варианты портфелей, найденных решением задачи (5)–(7) для 0 [1.8, 5.1]∈P  
Модельные данные на квартальном периоде инвестирования,%

p A1 A2 A3 A4 A5 pQ Δp Hp Vp

1 0,87 0,00 0,00 0,13 0,00 2,73 1,03 1,69 3,76
2 0,87 0,00 0,00 0,13 0,00 2,73 1,03 1,69 3,76
3 0,87 0,00 0,00 0,13 0,00 2,73 1,03 1,69 3,76
4 0,74 0,00 0,00 0,26 0,00 2,93 1,06 1,87 3,98
5 0,51 0,00 0,00 0,49 0,00 3,29 1,20 2,09 4,49
6 0,29 0,00 0,00 0,71 0,00 3,65 1,44 2,21 5,09
7 0,06 0,00 0,00 0,94 0,00 4,01 1,73 2,28 5,78
8 0,00 0,00 0,27 0,73 0,00 4,38 2,13 2,24 6,51
9 0,00 0,00 0,63 0,37 0,00 4,74 2,59 2,15 7,33

10 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 5,10 3,07 2,03 8,17

В приведенной таблице первые три портфеля со-
впадают по всем параметрам, так как при выбранных 
исходных данных ограничение (6) модели Марковица 
выполняется как строгое неравенство. По остальным 
портфелям наблюдается закономерность в изменении 
долей ( 1 5,...,x x ) активов 1 5−A A , включенных в порт-
фель (см. данные столбцов 2–6 таблицы). Характерным 
свойством таблицы вариантов является увеличение 
риска доходности, определяемого величиной довери-
тельного интервала (столбец ∆P ), с ростом средней 
доходности P0 (столбец данных PQ ). 

Методики формирования таблиц вариантов порт-
фелей существенно различаются для стабильной 
и нестабильной экономик. В случае стабильной эко-
номики параметры модели можно оценить по доход-
ностям активов на выбранном интервале наблюдения 
как средние значения. При нестабильной экономике 
мы считаем, что принцип эмпирического моделирова-
ния «так было — так будет» выполняется для параме-

тров уравнения прогноза значений временного ряда 
по каждому активу. Тогда ожидаемая средняя доход-
ность портфеля определяется прогнозными значени-
ями доходностей активов на период инвестирования. 
При использовании метода наименьших квадратов 
(МНК) для прогноза доходностей, оценки ковариа-
ционной матрицы вычисляются на невязках уравне-
ния прогноза.

Рассмотренные подходы прикладного портфель-
ного анализа реализованы среде Excel и апробирова-
ны методами компьютерного моделирования выбо-
рок активов по кварталам за три года наблюдения. 
Методика также  апробирована на реальных данных 
формирования портфелей паевых инвестиционных 
фондов при ведущих банках России.

Выбор оптимального портфеля в условиях нео-
пределенности

Выбор инвестиционного портфеля проводится 
методами теории ожидаемой полезности в дискрет-

,

ных значениях P0. Для этого зададим сетку значе-

ного анализа реализованы в среде Excel и апробирова-
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ных моделях принятия решений в условиях неопре-
деленности [9]. Для этого необходимо использовать 
один из критериев, рекомендуемых в литерату-
ре, например Вальда, Байеса — Лапласа, Сэвиджа 
или Гурвица. На примере (см. табл.) решению инве-
стора соответствует строка, а значения неопределен-
ного фактора — два последних столбца. Процедуры 
принятия решений подробно описаны в литерату-
ре. Например, при использовании критерия Вальда 
(принцип максимальной гарантированной доходно-
сти) оптимальным является портфель с номером 7.

Рассмотрим применение теории субъективной по-
лезности для обоснования оптимального портфеля. 
Функция субъективной полезности предложена в [10], 
а ее свойства и области применения подробно описа-
ны в [11]. В этих работах субъективность оценок полез-
ности зависит от коэффициента β  — «страха» риска 
( 0β≥ ) и коэффициента γ , определяющего уровень 
сожаления по упущенной выгоде при отказе от проек-
та или надежды на получение дополнительного дохо-
да как при агрессивном портфеле ( [0,1]γ ∈ ).

Тогда инвестор, нейтральный к риску и упущенной 
выгоде, при выборе лучшего проекта ориентируется 
на максимальную величину неотрицательного средне-
го значения. Эта стратегия совпадает с критерием 
Байеса-Лапласа при принятии решений в условиях не-
определенности [9]. Принцип максимальной гаранти-
рованной доходности приводит к выбору проекта с мак-
симальной неотрицательной величиной Hp. Критерий 
Гурвица в рассматриваемом случае запишется так: 

( ) (1 )α α α= + −P PU H V . При отрицательных значени-
ях ( )αU  портфель к реализации не принимается. 

С  у ч е т о м  ф о р м у л ы  ( 9 )  и м е е м : 
( ) (1 )α α α= − ∆ + − ∆P P PU Q . Здесь α  — весовой ко-

эффициент Гурвица. 
Функцию субъективной полезности ( , )β γC  

по аналогии с [10] для множества вариантов проек-
тов определим в следующем виде: 

                ( , )β γ β γ= − ∆ + ∆P P PC Q .                   (10)

Функции (10) являются одной из модифика-
ций математического отражения субъективных 
оценок инвестиционных решений. При ее исполь-
зовании проект принимается к реализации, если 
субъективная оценка ( , )β γC  чистого приведен-
ного дохода строго положительна, и проект от-
вергается в противном случае. Мы сохраним 
за коэффициентами ( , )β γ  их названия, которые 
использованы в [10], и способ идентификации их 
значений по известному коэффициенту α  крите-
рия Гурвица [11].

Сравнивая выражения критерия Гурвица и функ-
ции субъективной полезности видим, что ( , , )α β γ  
с в я з а н ы  с л е д у ю щ и м и  с о о т н о ш е н и я м и : 

; (1 ); (1 )α β γ α β γ= = − = − .
Апробация введенной функции субъективной 

полезности проведена при идентификации ее пара-
метров для выбранных модельных инвесторов с ис-
пользованием тестовых заданий и при оценках опти-
мального инвестиционного решения в прикладном 
портфельном анализе.

Заключение
В данной работе рассмотрены математические за-

дачи применения подхода Марковица, которые позво-
ляют выбрать оптимальный набор компенсационных 
активов с высокой средней доходностью, сбалансиро-
ванной с уровнем риска. 

Предложен комплекс математических мето-
дов поддержки принятия решений для теории 
Марковица, основанный на идее формирования 
таблицы вариантов оптимальных портфелей и ис-
пользовании принципов ожидаемой полезности, 
в том числе субъективной, для выбора портфеля, 
который соответствует инвестиционным предпо-
чтениям ЛПР.
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