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Методами квазиклассической кинетической те-
ории исследован механизм протонно-релаксацион-
ной поляризации в кристаллах с водородными связя-
ми (КВС), классифицируемых по электрофизическим 
свойствам как протонные полупроводники и диэлек-
трики (ППД). На основании уравнения неразрывно-
сти тока протонов строится обобщенное нелинейное 
по полю кинетическое уравнение, позволяющее описы-
вать протонную релаксацию в КВС в широком диапазо-
не температур (1–1500 К) и напряженностей электриче-
ского поля (100 кВ/м — 1000 МВ/м). Предложена схема, 
позволяющая методом последовательных приближе-
ний (по малому безразмерному параметру) строить чис-
ленные решения обобщенного нелинейного уравнения 
Фоккера — Планка совместно с уравнением Пуассона. 
Научно-практическая значимость полученных резуль-
татов состоит в применимости данной математической 
модели, с учетом некоторых экспериментальных допуще-
ний, для теоретических исследований механизма ионно-
релаксационной поляризации и проводимости в разно-
родных диэлектрических материалах (слюда, керамика, 
перовскиты, KDP, DKDP и др.), востребованных в раз-
личных областях современной промышленности. В пер-
спективе предложенные методы составят теоретическую 
основу алгоритмов программно-аппаратного обеспе-
чения, предназначенного для численной оптимизации 
и компьютерного прогнозирования свойств и параметров 
функциональных элементов технологических схем раз-
личных установок и систем (контрольно-измерительных, 
электронно-оптических, радиотехнических и др.), рабо-
тающих в условиях реального производства в широком 
диапазоне изменения параметров полей и температур.

Ключевые слова: кристаллы с водородными связями 
(КВС); протонные полупроводники и диэлектрики 
(ППД); методы квазиклассической кинетической тео-
рии; обобщенное нелинейное кинетическое уравнение 
протонной релаксации и протонной проводимости; 
метод последовательных приближений.

This paper presents the investigation of the mechanism 
of nonlinear proton-relaxation polarization in hydrogen-
bonded crystals (HBC), classified by their electrophysical 
properties as proton semiconductors and dielectrics 
(PSСD), by quasi-classical kinetic theory methods. 
The generalized kinetic equation that is nonlinear 
in the field and based on the continuity equation for proton 
flow is developed to describe the proton relaxation in HBC 
for a wide range of temperatures (1–1500 К) and electric 
field strengths (100 kV/m — 1000 MV/m). The proposed 
scheme (the model) allows to build numerical solutions 
of the generalized nonlinear Fokker — Planck equation 
together with the Poisson equation by using the method 
of successive approximations (at small dimensionless 
parameter). A scientific and practical significance 
of the received results consists in the applicability of this 
mathematical model (with respect to some experimental 
assumptions) to investigate the mechanism of ion-
relaxation polarization and conductivity in heterogeneous 
dielectric materials (mica, ceramics, perovskites, KDP, 
DKDP, etc.) which is of high demand in various areas 
of modern industry. Further research goals are to promote 
the proposed methods as a theoretical basis for computer 
algorithms of numerical optimization and prediction 
of properties and parameters of functional elements and 
components of industrial equipment and systems working 
in wide ranges of fields and temperatures. 

Key words: hydrogen bonded crystals (HBC); proton semi-
conductors and dielectrics (PSCD); methods of the quasi-
classical kinetic theory; generalized nonlinear kinetic equa-
tion of proton relaxation and proton conductivity; method 
of successive approximations.
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Введение 
В последние два десятилетия существенную роль 

в промышленности играют кристаллы с водородны-
ми связями (КВС), используемые в радиоэлектрони-
ке (элементы электронно-управляемых систем СВЧ-
диапазона) [1, 2], оптоэлектронике (нелинейные 
преобразователи оптических сигналов) [1], лазер-
ной технике (KDP, DKDP [3,4]), электроэнергетике 
(изоляционные покрытия токоотводящих элемен-
тов электрогенераторов ТЭС [5]), электрохимиче-
ских технологиях [6], биотехнологиях [7, 8] и био-
медицине [9].

Проявление у сегнетоэлектриков класса КВС 
(KDP, DKDP [1,2], триглицинсульфат (ТГС) [10, 11], 
сегнетова соль [12] и др.) прямоугольной петли ги-
стерезиса (ППГ) с аномально большим временем ре-
лаксации остаточной поляризации (до 10 лет) позво-
ляет использовать эти материалы в конденсаторах 
энергонезависимых быстродействующих запомина-
ющих устройств (ячейки памяти типа DRAM, FeRAM 
и др.) [13, 14].

Обоснование проблемы исследования
В современной научной литературе в ряде слу-

чаев отсутствует глубокое теоретическое исследо-
вание механизма переноса электрического заряда 
в КВС [1]. Недостаточно изучены нелинейные элек-
трофизические процессы в КВС, обусловленные тун-
нельной (квантовой) миграционной поляризацией, 
п ри  н и з к и х  ( T 70 100≈ − К )  и  с в е рх н и з к и х 
( T 4 25≈ −  К) температурах [15–18]; объемно заря-
довой поляризацией в области высоких температур 
( T 350 550≈ −  К) [19, 20]; структурной перестрой-
кой водородной подрешетки при спонтанной поля-
ризации сегнетоэлектриков (KDP, DKDP), вблизи 
темпер ат у ры ф а з ов ог о  пер е хода  [21 ,  22] . 
Низкотемпературные максимумы тангенса угла ди-
электрических потерь для КВС измерить пока во-
обще не удается [15, 19, 23].

Целью данной работы является построение обоб-
щенного нелинейного по полю квазиклассического кине-
тического уравнения протонной релаксации и анализ 
влияний нелинейностей этого уравнения на механизм 
релаксационной поляризации в КВС в широком диа-
пазоне полей и температур.

Первые шаги в этом направлении уже сделаны, 
но только на основании линеаризованного кинети-
ческого уравнения [20, 24, 25], решение которого на-
чиная со второго приближения теории возмущений 
по малому параметру γ уже на основной частоте пе-
ременного поля ω [20] приводит к заметным откло-
нениям от классических законов дебаевской диспер-
сии [24, 26, 27].

Разрабатываемый методологический аппарат в пер-
спективе будет использоваться нами при построении 
теоретических спектров комплексной диэлектричес-

кой проницаемости (КДП) и плотности ТСТД с уче-
том аномально высоких нелинейностей, проявляю-
щихся в диапазонах сверхнизких температур (1–10 К) 
и слабых полей (100–1000 кВ/м); сверхвысоких тем-
ператур (550–1500 К) и сильных полей (10–1000 МВ/м). 
В этом случае безразмерный параметр сравнения 
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�
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( )

( )

1
0

0
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существенно расширяется ( )0,001 1γ ≈ ÷  [24]. 
Рекуррентные выражения (8) для кинетических ко-
эффициентов ( )1W , ( )0W  приведены ниже.

Обобщенное нелинейное кинетическое урав-
нение 

Исследование кинетики релаксации протонов в по-

тенциальном поле ( ) ( )
C

0

, H
W x+ 

  
, возмущенном электри-

ческим полем ( )E x;t  [1], в отличие от ранее предло-
женных математических моделей различного уровня 
сложности [15, 17, 19, 20, 24, 26, 27], будем проводить 
по более упрощенной схеме, опираясь на одномерное 
уравнение неразрывности потока заряженных частиц 
(в данном случае — протонов), двигающихся в диэ-
лектрике, помещенном в переменное электрическое 
поле [28]:

                            xjq 0
t x
n ∂∂
+ =

∂ ∂

�

.                                (1)

В формуле (1) ( )x;t —n  концентрация протонов, 
в функции переменных x, t [15, 19]. 

Плотность тока протонов [19] запишем в следу-
ющем виде:

            ( ) ( ) ( )cx ;x ;xj x; t j x; t j x; tond diff= +
� � �

.                  (2)

Здесь ( ) ( ) ( )c ;x mobj x; t qv x;t x; t —ond n= ⋅  плотность 

тока проводимости, ( ) ( ) ( )v x;t x; t E x;t —mob mobµ= ⋅  

скорость установившегося переноса протонов; 

( ) ( ) ( )( );xj x; t q D x;t x; t —
xdiff diff n∂

=− ⋅
∂

�
 плотность диф-

фузионного тока протонов. 
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Далее, из (2) имеем

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xj x; t q v x;t x; t D x;t x; t
xmob diffn n

 ∂ = ⋅ − ⋅   ∂

�
.  (3)

Вычисление скорости вероятности ( )W ±  пе-
реходов протонов в направлении по полю ( )W −  
и против поля ( )W + , в продолжение методоло-
гии [19], проводим путем разложения в беско-
нечные степенные ряды по степеням малого па-
раметра  
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W W− +

 и  с к о р о с т ь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )v x;t x; t x; t− += −mob a W W  будем рассчитывать 

по методу [19] с учетом формулы (4) в следующем виде: 
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В (5) и (6) приняты обозначения (2l и 2l +1 при-
ближение по величине 1ζ< ): 
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В произвольном приближении l по параметру 
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�
; U0 — высота по-

тенциального барьера (энергия активации протона 
на водородной связи); δ0 — ширина потенциально-
го барьера; ν0 — линейная частота собственных ко-
лебаний протона в потенциальной яме; m — масса 
протона. 

Наиболее эффективным методом численного рас-
чета параметров U0,ν0,δ0 является метод минимизации 
функции сравнения [15, 23, 25].

На основании (1), (3), (5),(6) строим обобщенное 
нелинейное по полю ( )E x;t  кинетическое уравнение 
 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

2 D x;t x; t v x;t x; t
t xx diff mob
n n n∂ ∂ ∂
= ⋅ − ⋅

∂ ∂∂
.  (9)

Д л я  м од ел и  бл ок и р у ющ и х  эл е к т р од ов 
( ) ( )x xj 0; t j d; t 0= =
� �

, где d — толщина кристалла [1], 

согласно формуле (3) запишем граничное условие 
для уравнения (9):

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
{ }

v x;t
0;d

x; t D x;t x; t 0
x =

∂ ⋅ − ⋅ = ∂ 
mob diff

x
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Уравнение Пуассона гласит [15, 20]: 

                   
( )

( )
x 0

E x;t q x;tρ
ε ε∞

∂
= ⋅

∂
.                       (11) 

В (11) ρ(x;t)=n(x;t)–n есть концентрация протонов, 
избыточная над их равновесной концентрацией n0; 

—ε∞ высокочастотная диэлектрическая проницае-
мость. Граничное условие для уравнения (11) прини-
маем в следующем виде [15, 20]:

                 ( ) ( )E x;t dx V exp i t
d

0
0

ω= ⋅∫ ,                    (12)

где 0 0V E d= ; ω — амплитуда и круговая частота ЭДС.
В начальный момент времени [15, 20] 

                               ( ) 0x;0n n= .                                 (13)

Решение уравнения (9) в общем случае будем стро-
ить методом последовательных приближений, в виде 
разложения в бесконечный степенной ряд по степе-

ням параметра 0
0

B

qE
1

2k T
a

ζ = < . Тогда

                    ( ) ( ) ( ) 0
0

x; t x; ts s

s

n n ζ
∞

=

= ⋅∑ .                       (14)

Подстановка рядов (5), (6), (14) в (9)–(13) позво-
ляет аналитически исследовать кинетическое уравне-
ние (9) в различных приближениях по полю ( )polE t . 
Отметим, что «нулевое» по параметру 0ζ  приближе-
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ние в (14) приводит к преобразованию обобщенного 
нелинейного уравнения (9) к наиболее простому фор-
мальному виду, соответствующему линеаризованно-
му (по объемной плотности заряда) уравнению 
Фоккера — Планка [15, 20, 26, 27]. 

Предложенная в настоящей работе схема решения 
обобщенного нелинейного кинетического уравнения (9) 
при определенных модельных модернизациях может 
быть использована при аналитических исследованиях 
нелинейной релаксационной поляризации для более ши-
рокого класса диэлектрических материалов c ионной 
проводимостью (циркониевая и корундо-циркониевая 
керамика (КЦК); перовскиты; периодаты щелочных ме-
таллов [29–34]; сегнетоэлектрики KDP, DKDP [35,36]).

Выводы
1. Построено обобщенное квазиклассическое ки-

нетическое уравнение (9), описывающее механизм 
нелинейной протонно-релаксационной поляризации 
в кристаллах с водородными связями (КВС), в ши-

роком диапазоне температур (1–1500 К) и напря-
женностей поляризующего поля (100 кВ/м — 1000 
МВ/м). Построены нелинейные по полю выражения 
для коэффициентов диффузии (5) и подвижности (6). 
Предложена схема для численного решения уравне-
ния (9) методом последовательных приближений (14). 
Обоснована эффективность этого метода. 

2. Разработана физико-математическая модель 
нелинейной релаксационной поляризации и проводи-
мости для широкого класса твердых диэлектриков 
с ионной проводимостью: КВС, включая сегнетоэлек-
трики с протонной проводимостью (KDP, DKDP); ке-
рамика; перовскиты и др.

3. Заложены теоретические основы методов ком-
пьютерного прогнозирования свойств и параметров 
разнородных функциональных элементов (на основе 
диэлектрических материалов) технологических схем 
устройств, в зависимости от внешних условий (ам-
плитуда и частота ЭДС, магнитные поля, механиче-
ские напряжения, температура и др.).
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