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Рассматривается система уравнений с вращатель-
ной производной Яуманна, описывающая движе-
ния вязкоупругой несжимаемой среды Максвелла 
в ограниченной области трехмерного пространства 
в приближении Стокса (без конвективных слагаемых 
как в уравнении движения, так и в реологическом 
соотношении). Выбор объективной производной 
Яуманна в реологическом соотношении обусловлен 
наличием энергетического тождества, справедли-
вость которого не удается доказать для случаев ис-
пользования верхней и нижней конвективных про-
изводных в качестве объективных производных. 
Доказывается единственность классического реше-
ния начально-краевой задачи с условием прилипания 
на границе области течения в классе достаточно глад-
ких функций в предположении, что система облада-
ет четырьмя различными вещественными звуковыми 
характеристиками. Доказательство основано на при-
менении интегральных оценок и использовании ус-
ловия гиперболичности системы. Для наглядности 
выкладки проводятся для двумерного случая, одна-
ко нигде не используются свойства двухмерности. 
Отличия от трехмерного случая носят чисто техниче-
ский характер. Отмечается, что наличие конвектив-
ных членов в уравнениях  движения не препятствует 
доказательству единственности. Единственность пер-
воначально доказывается для малого промежутка вре-
мени, затем  стандартным образом утверждение рас-
пространяется  на промежуток произвольной длины.

Ключевые слова: несжимаемая вязкоупругая среда 
Максвелла, производная Яуманна, начально-краевая 
задача, единственность.

A system of equations with a rotational Jaumann 
derivative describing the motion of a viscoelastic 
incompressible Maxwell medium in a bounded region 
of three-dimensional space in the Stokes approximation 
(without convective terms in both the equation of motion 
and the rheological relation) is under consideration. 
The choice of the objective derivative of Jaumann type 
in the rheological ratio is due to the presence of an 
energy identity, the validity of which cannot be proved 
for the cases of using the upper and lower convective 
derivatives as objective derivatives. The uniqueness 
of the classical solution of the initial-boundary value 
problem with the adherence condition on the boundary 
of the flow domain in the class of sufficiently smooth 
functions under the assumption that the system has four 
distinct real sound characteristics is proved. The proof 
is based on the application of integral estimates and 
the use of the hyperbolicity condition of the system. 
For the sake of clarity, the calculations are carried out 
for the two-dimensional case, however, nowhere does 
it use the properties of two-dimensionality. Differences 
from the three-dimensional case are purely technical 
in nature. It is noted that the presence of convective terms 
in the equations of motion does not prevent the proof 
of uniqueness. Uniqueness is initially proved for a small 
interval of time, then in the standard way, the statement 
is extended to an interval of arbitrary length.

Key words: viscoelastic incompressible Maxwell medium, 
Jaumann derivative, initial-boundary-value problem.
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Постановка задачи. Движению вязкоупругих сред 
посвящено огромное количество работ (см. моногра-
фии [1–4] и библиографию к ним). Математические 
вопросы движения несжимаемой вязкоупругой сре-
ды Максвелла рассматривались, в частности, в статьях 
[5–10]. Однако в подавляющем большинстве публика-
ций рассматривается двумерный случай, а в качестве 
объективной производной выбирается более удоб-
ная верхняя конвективная производная. Данная ра-
бота посвящена простейшей начально-краевой зада-
че для движения в пространстве, причем в качестве 
объективной производной выбирается производная 
Яуманна. Материальными характеристиками вязкоу-
пругой среды являются ее плотность ρ, динамическая 
вязкость µ и время релаксации τ. Эти величины далее 
полагаются постоянными; v — вектор скорости; p — 
отклонение давления от некоторого среднего значения 
p0 > 0; D — тензор скоростей деформаций; S — вязко-
упругая составляющая тензора напряжений; W — 
антисимметричная часть тензора v. Система урав-

нений, описывающих движение несжимаемой 
вязкоупругой среды Максвелла с производной 
Яуманна в качестве инвариантной производной, 
имеет вид [1]:

   
( )

div 0,
( ) div ,

S S S 2
t

t

pρ

τ µ

=
+ ⋅∇ = −∇ +

+ ⋅∇ − ⋅ + ⋅ + =

v
v v v S

S v S W W D
           (1)

Отметим, что система совместна с дополнитель-
ным соотношением 

                                  Tr S = 0                                        (2)

при условии, что это соотношение выполнено 
при t = 0 [7].

Выбор объективной производной Яуманна в рео-
логическом соотношении обусловлен наличием энер-
гетического тождества [7, 8, 10]

                                   21 1: ( ) :
2 2 2

d d p d d
dt

τρ
µ µΩ Σ Ω

 
+ Ω = − + ⋅ Σ − Ω 

 
∫ ∫ ∫v S S v n S n S S ,                                         (3)

где n — внешняя нормаль к поверхности Σ , ограни-
чивающей объем ,Ω справедливость которого удает-
ся доказать лишь в этом случае. Если 
 

                                [0, ) 0,t∂Ω×
=v                                 (4)

энергетическое тождество (3) приобретает вид

 21 1: :
2 2 2

t t

d d d
dt

τρ
µ µΩ Ω

 
+ Ω = − Ω 

 
∫ ∫v S S S S .

На основе этого тождества в работе [10] доказа-
на единственность классического решения линеари-
зованной на состоянии покоя задачи движения вяз-
коупругой среды Максвелла с нулевыми скоростями 
на границе области. Отметим, что в этой же статье 

найдены характеристики системы (1) в трехмерном 
случае.

Будем предполагать выполненным условиe  «ги-
перболичности» системы [10]:

                        6max{ },ijm Sµ
τ

= ≥                            (5)

Отметим, что для классического решения это 
условие выполнено на малом интервале времени, 
если в начальный момент имело место строгое не-
равенство.  

Будем исследовать классическое решение задачи 
с условиями прилипания на границеΣ  области тече-
ния Ω  в случае отсутствия конвективных членов, ког-
да система управляющих уравнений принимает вид

                                        ( )div 0, div , S S S 2t tpρ τ µ= = −∇ + − ⋅ + ⋅ + =v v S S W W D                                              (6)

Теорема. Классическое решение задачи (6), (4), до-
полненной начальными данными для всех искомых 
функций, при условиях (2), (5) единственно в клас-
се функций 

( )( ) ( )( )3 62 1[0, ] , [0, ] .C T C T∈ Ω× ∈ Ω×v S

Доказательство теоремы. В целях упрощения 
выкладок проведем доказательство для двумерного 
случая, нигде не пользуясь свойствами двумерности. 
Отличия от трехмерного случая носят чисто техни-
ческий характер.

Введем следующие обозначения:

                                     (1) (2) (1) (2) (1) (2)( , ), , , , .
a b

u v a a a b b b
b a
 

= = = − = − = − − 
v S v v v

Система (6) в двумерном случае для разности двух 
решений примет вид:

                              0x yu v+ =                                   (7)

                        ,t x x yu p a bρ + = +                              (8)
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                             ,t y x yv p b aρ + = −                                (9)

      (1) (1) (2)/ 2 ( ) ( ),t x y x y xa a mu b u v b u vτ+ = + − + −     (10)

(1) (1) (2)/ ( ) ( ) ( ).t y x y x y xb b m u v a u v a u vτ+ = + − − − −   (11)

Проделаем ту же процедуру, что и при получении 
интегрального тождества (3) [6, 7, 9]. Умножим (10) 
на a, (11) на b, сложим и проинтегрируем по области 
течения; умножим (8) на u, (9) на v, проинтегриру-
ем по области течения и сложим с использованием 
(7).  Комбинация  результатов этих действий приво-
дит к соотношению:

                        2 (2) (2)1 1 1: : ( )( ) .
2 2 2 y x

d m d d ab ba u v d
dt

ρ
τΩ Ω Ω

 + Ω+ Ω = − − Ω 
 ∫ ∫ ∫v S S S S                                   (12)

Интегрируя по времени с учетом того, что началь-
ные условия для всех функций однородны, приходим 

к равенству:

                     2 (2) (2)

0 0

1 1 1: : ( )( ) .
2 2 2

t t

y xm d dt d dt ab ba u v dρ
τΩ Ω Ω

 + Ω+ Ω = − − Ω 
 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫v S S S S                                (13)

Для оценки правой части нужна оценка квадра-
та градиента вектора скорости. Чтобы ее получить, 
продифференцируем уравнения (8) и (9) по време-
ни и сложим результаты с этими же уравнениями, 
умноженными на коэффициент τ-1. Получим вектор-
ное уравнение

( / ) ( / ) div( / )tt t t tp pρ τ τ τ+ +∇ + = +v v S S .

Распишем это векторное уравнение для двумерно-
го случая в виде системы двух скалярных:

                                           
( ) ( )

(2) (2)

(2) (2) (1) (1) (1) (1)

( / ) ( / ) ( ) u v+

+( )( - ) ( ) ( )
tt t t x

x y y x y x y xx y

u u p p m a b

b a u v b u v a u v

ρ τ τ+ + + = − ∆ − ∆

− + − − −
                                             (14)

                                           
( ) ( )

(2) (2)

(2) (2) (1) (1) (1) (1)

( / ) ( / ) ( ) +

+( )( - ) ( ) ( )
tt t t y

x y y x y x y xy x

v v p p m a v b u

a b u v b u v a u v

ρ τ τ+ + + = + ∆ − ∆

+ − − − −
                                             (15)

Далее нужно уравнение (14), умноженное на tu , 
сложить с (15), умноженным на tv , и результат про-
интегрировать по цилиндру (0, )tΩ× . Используя фор-

мулу Остроградского — Гаусса и условие (4), прихо-
дим к равенству

                       

2 2 2 2
(2) (2)

2
0

(1) (1)

(1) (1)

0

(1) (1)

0

(2

(( ) ( ) )
2 2 2

( ( ) ( ))( )

( ( ) ( ))( )

( ( ) ( ))( )

(

t
t t

x y y x y x

t

t x y t y x y x

t

x y y x yt xt

t

u v
d d dt m a m a b u v d

b u v a u v u v d

b u v a u v u v d dt

b u v a u v u v d dt

a

ρ ρ
τΩ Ω Ω

Ω

Ω

Ω

∇ ∇
Ω+ Ω + − + + − ∇ ⋅∇ Ω−

− − − + − Ω =

= − − − + − Ω −

− − − + − Ω −

−

∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫
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v v
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b u v u u b v u u v v v d dt

b u v a u v u v d dt

Ω

Ω

∇
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∫ ∫
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Заметим, что в силу уравнений (10), (11) производ-
ные по времени от компонент тензора S выражают-
ся через сами компоненты и компоненты градиента 

скорости, причем их выражение не содержит произ-
водных от компонент тензора по пространственным 
переменным, вследствие чего получаем оценку:

          

  
                  

2 2 2 2
(2) (2)

2
0

2 2
2(1) (1)

0

(( ) ( ) )
2 2 2

( ( ) ( ))( ) :
2 2

t
t t

t
t

x y y x y x

u v
d d dt m a m a b u v d

b u v a u v u v d L d dt

ρ ρ
τ

ρ

Ω Ω Ω

Ω Ω

∇ ∇
Ω+ Ω + − + + − ∇ ⋅∇ Ω−

 ∇
 − − − + − Ω ≤ + + + Ω
 
 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

v v

v v
S S v .                      (16) 

Применим неравенс тво Коши с эпсилон 
для оценки подынтегрального выражения в по-

следнем интеграле левой части неравенства (16):

                                 
2 2

2 2(1) (1)( ) ( ) ( ),
2x y y x y x

b ab u v a u v u v k k u vε
ε

 +
− − + − ≤ + ∇ + ∇ 

 
                                      (17)

где (1) (1)max .y xk u v= −   Выберем ε так, чтобы выполнялись неравенства

                                          (2) 2 (2) 2 (2) 22 , ( 2 ) ( ) ( ) .m k a m k a bε ε ε ε− − ≥ − − − ≥                                                    (18)

Это возможно вследствие условия (5). Оценивая 
с использованием (17) левую часть интегрального 

неравенства (16) снизу, получим:

           

2 2 2 2
(2) (2)

2
0

2 22 2
2

0

(( 2 ) ( 2 ) )
2 2 2

:
2 2 2

t
t t

t
t

u v
d d dt m a k m a k b u v d

b ak d L d dt

ρ ρ ε ε
τ

ρ
ε

Ω Ω Ω

Ω Ω

∇ ∇
Ω+ Ω + − − + + − − ∇ ⋅∇ Ω−

 ∇ +  ≤ Ω + + + + Ω      

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

v v

v v
S S v

Здесь через L обозначен максимум норм всех 
функций в выбранных классах.

Продолжая оценивать левую часть снизу (16) с ис-
пользованием (17), (18), приходим к оценке

                             

2 2 2 2 2 2

0

2 2
2

0

( )
2 2 2 2

:
2 2

t
t t

t
t

u v b ad d dt d k d

L d dt

ρ ρ ε
τ ε

ρ

Ω Ω Ω Ω

Ω

∇ ∇  +
Ω+ Ω + + Ω− Ω ≤ 

 
 ∇
 ≤ + + + Ω
 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

v v

v v
S S v

Из последней оценки следует неравенство

                                             

2 2 2 2 2

2 2 2

( )
2 2 2 2

( )
2 2 2

t

t

u v b ad d k d

u v
tL d tL d

ρ ε
ε

ρ

Ω Ω Ω

Ω Ω

∇ ∇  +
Ω+ + Ω− Ω ≤ 

 

∇ ∇
≤ Ω+ + Ω

∫ ∫ ∫

∫ ∫

v

v
                                                (19)

.

.
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Умножим (13) на k/ε и, складывая почленно с (19), получим:

  
                                     

( )

( )

2 2 2
2

2 2 2

0

2

( ) :
2 2 2 2

1 : ( )
2 2 2 2

1 :
2

t

t
t

u v kd d m d

u vk dt d tL d tL d

k tL m d

ρ ε ρ
ε

ρ
ε τ

ρ
ε

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω

∇ ∇
Ω+ + Ω+ + Ω+

∇ ∇
+ Ω ≤ Ω+ + Ω+

+ + Ω

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

v
v S S

v
S S

v S S

Последняя оценка приводит к неравенству

                           ( ) ( )
2 2 2

211 ( ) : 0,
2 2 2 2
t u v ktL d d m dρ ε ρ

εΩ Ω Ω

 ∇ ∇
 − Ω+ + Ω+ + Ω ≤
 
 
∫ ∫ ∫

v
v S S

из которой при t < 1/L следует, что

                                   ( )
2 2 2

21( ) : 0,
2 2 2 2
t u v Kd d m dρ ε ρ

εΩ Ω Ω

∇ ∇
Ω+ + Ω+ + Ω =∫ ∫ ∫

v
v S S

что и означает единственность решения при малых 
значениях времени. Беря в качестве начального зна-
чения времени t = 1/2L и продолжая этот процесс, по-
лучим единственность на все рассматриваемом про-
межутке времени [0,T]. 

Замечание.  Наличие конвективных слага-
емых в уравнениях движения не препятствует 

получению нужных для единственности оценок. 
Однако присутствие в реологическом соотноше-
нии (уравнении состояния) производных от ком-
понент тензора S  по пространственным пере-
менным не позволяет доказать единственность 
выбранным способом. 
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