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Известно, что теория конформно-плоских ри-
мановых метрик тесно связана с псевдоевкли-
довой геометрией, что обусловлено существова-
нием канонического изометрического вложения
конформно-плоской метрики в изотропный ко-
нус псевдоевклидова пространства. Впервые этот
факт был замечен X. Бринкманном, а позднее ис-
пользован в работах Н. Кюипера. Геометрия од-
нородных римановых многообразий с конформно-
плоской римановой метрикой изучалась в рабо-
тах А.Д. Алексеевского и Б.Н. Кимельфельда,
в которых дана их классификация. В неодно-
родном случае подобной классификации не су-
ществует, поэтому при исследовании конформно-
плоских римановых многообразий используются
ограничения различного типа: либо на размер-
ность многообразия, либо на топологическое стро-
ение, либо на различные типы кривизны римано-
вого многообразия с конформно-плоской метри-
кой. В последнем случае хорошо известны тео-
ремы об однородных римановых многообразиях
с конформно-плоской метрикой ограниченной од-
номерной кривизны, полученные В.В. Славским
и Е.Д. Родионовым. В данной работе исследуется
поведение одномерной кривизны и кривизны Рич-
чи при преобразовании Лежандра конформно-
плоской римановой метрики.
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преобразование Лежандра, одномерная кривизна.
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It is known that the theory of conformally
flat Riemannian metric is closely associated with
pseudo-Euclidean geometry, due to the existence
of the canonical isometric embedding conformally
flat metric in pseudo-isotropic cone space. This
fact was first noticed by H. Brinkmann, and
later was used in the works of N. Kuyper. The
geometry of homogeneous Riemannian manifolds
with a conformally flat Riemannian metric was
studied in the papers of A.D. Alekseevsky and B.N.
Kimel’feld, in which their classification was given.
In the inhomogeneous case such a classification does
not exist, therefore, in the study of conformally
flat Riemannian manifolds restrictions of various
types are used: either on the dimension of the
manifold, or on a topological structure, or on
different types of Riemannian manifold curvatures of
the conformally flat metric. In the last case, theorems
on homogeneous Riemannian manifolds with a
conformally flat metric of bounded one-dimensional
curvature are well known, which were obtained by
V.V. Slavsky and E.D. Rodionov. In this paper, we
study the behavior of a one-dimensional curvature
and the Ricci curvature under Legendre Transform
of the conformally flat Riemannian metric.

Key words: conformal-flat metrics, Legendre
transform, one-dimensional curvature.

1. Введение. Теория конформно-плоских
римановых метрик тесно связана с псевдо-
евклидовой геометрией, что обусловлено суще-
ствованием канонического изометрического вло-
жения конформно-плоской метрики в изотропный
конус псевдоевклидова пространства (подробнее

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (код проек-
тов 18-47-860016, 18-01-00620), при поддержке Научного
фонда ЮГУ № 13-01-20/10.

см. [1] — [18]). Впервые этот факт был замечен
H.W. Brinkmann [1], а наиболее эффектно был ис-
пользован в работах N.H. Kuiper [2, 3].

Конформно-плоская метрика имеет вид: ds2 =
dx2

f2(x) , где f(x) — функция, определенная на под-
множестве D евклидова пространства. В данной
работе будут рассмотрены только два варианта
задания конформно-плоской метрики:

1. Cферическая модель; множество D — n-
мерная сфера евклидова пространства Rn+1,
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а функция f(x) сужение на сферу однородной
порядка один функции f : Rn+1 �→ R.

2. Плоская модель; множество D = Rn — n-
мерное евклидово пространство, а функция
f(x) произвольная функция на D.

В статье рассматривается подробно случай, когда
размерность конформно-плоской метрики n ≥ 3,
в случае n = 2 преобразование Лежандра тоже
можно формально определить, но такие локаль-
ные характеристики, как кривизны полярной мет-
рики, не определяются однозначно самой метри-
кой ds2, а зависят еще от изометрического вло-
жения в изотропный конус псевдоевклидова про-
странства.

2. Полярное преобразование конформ-
ноплоской метрики. В данной части мы ис-
пользуем обозначения и результаты работы [18].
Пусть R — числовая прямая, Rn+1 — евклидо-
во (n + 1)-мерное арифметическое пространство,
Mn+2 = Rn+1 × R — псевдоевклидово простран-
ство, скалярный квадрат вектора �w = [�x, ζ] ∈
Mn+2 в котором равен 〈�w〉2 = |�x|2 − ζ2, где
|�x|2 — скалярный квадрат вектора �x ∈ Rn+1. Обо-
значим через

C+ =
{
[�x, ζ] ∈ Mn+2 : |�x|2 − ζ2 = 0, ζ > 0

}
,

верхнюю часть изотропного конуса в Mn+2. В
дальнейшем, если будет ясно из контекста, мы
станем обозначать �x через x.

Лемма 1. Пусть на единичной сфере Sn ⊂
Rn+1 задана конформно-плоская метрика

ds2 =
dx2

f2(x)
, x ∈ Sn ⊆ Rn+1,

где f(x) — функция класса C1. Тогда определено
каноническое изометрическое вложение, задавае-
мое формулой

Z : x ∈ Sn →
[

x

f(x)
,

1

f(x)

]
∈ C+. (1)

Образ Z(Sn) = F ⊆ C+ — пространственнопо-
добная n-мерная поверхность. В дальнейшем бу-
дем отождествлять конформно-плоскую метрику
с поверхностью F . Предположим, что функция
f(x) достаточно гладкая, тогда поверхность F ре-
гулярна и в каждой точке Z(x) ∈ F определено
касательное n-мерное пространство Tx(F ). Суще-
ствует единственный вектор Z∗(x) ∈ C+ такой,
что

〈Z,Z∗〉 = −1, Z∗ ⊥ Tx(F ), (2)

где ортогональность понимается относительно
скалярного произведения в Mn+2.

Лемма 2. Пусть функция f(�x), задающая
конформно-плоскую метрику, по однородности

распространена на все пространство Rn+1. Тогда
вектор Z∗ явно выражается через f и �∇f в Rn+1:

Z∗(�x) =

[
−�∇f +

|�∇f |2

2f
�x,

|�∇f |2

2f

]
, (3)

где �x ∈ Sn ⊂ Rn+1, �∇f градиент функции f в
пространстве Rn+1.

Определение 1. Если точка Z ∈ F про-
бегает поверхность F , то точка Z∗ пробегает
двойственную поверхность F ∗. Соответствующую
конформно-плоскую метрику ds∗2 = dy2

f∗2(y)
, y ∈

Sn, будем называть полярной к исходной метри-
ке [9, 11]. Сравнивая формулы (1) и (3), имеем:

[
−�∇f +

|∇f |2

2f
�x,

|∇f |2

2f

]
≡

[
y

f∗(y)
,

1

f∗(y)

]
.

Откуда получаем формулы для перехода к поляр-
ной конформно-плоской метрике:

f∗(y) =
2f(x)

|∇f |2
, �y = �x− 2f(x)

�∇f

|∇f |2
. (4)

Лемма 3. Пусть f : Rn+1 → R произвольная
однородная степени один функция на Rn+1. Отоб-
ражение Hf : Sn → Sn, определяемое формулой:

Hf : �x ∈ Sn → �x− 2f(x)
�∇f

|∇f |2
∈ Sn, (5)

сохраняет норму вектора: |Hf (�x)| = |�x|.
Определение 2. Отображение Hf назовем

конформным градиентом функции f . Если отоб-
ражение Hf имеет обратное H−1

f , то полярная
метрика определяется функцией:

f∗(y) =
2f(x)

|∇f |2

∣∣∣∣
x=H−1

f (y)

.

Замечание. Из определения (1) следует двой-
ственность метрики ds2 = dx2

f2(x) , x ∈ Sn и метрики

ds∗2 = dy2

f∗2(y)
, y ∈ Sn. Поэтому при наличии соот-

ветствующей регулярности функции f∗(y) будут
справедливы равенства:

f∗(y) =
2f(x)

|∇f(x)|2
, �y = �x− 2f(x)

�∇f(x)

|∇f(x)|2
,

f(x) =
2f∗(y)

|∇f∗(y)|2
, �x = �y − 2f∗(y)

�∇f∗(y)

|∇f∗(y)|2
.

(6)

Следствие. Из (6) следует тождество:

Hf ◦Hf∗ = ISn = Hf∗ ◦Hf ,

то есть преобразования сферы Hf , Hf∗ — взаимно
обратные и выполняется тождество:

x ∈ Sn Hf−−−−→ y ∈ Sn

� f(x)
|∇f(x)|

� f∗(y)
|∇f∗(y)|

R R
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Определение 3. Одномерная секционная
кривизна конформно-плоской метрики ds2 =
dx2

f2(x) в Rn задается формулой [13,15,16]:

K1/2(f, x, ξ) = f
d2f

dξ2
− 1

2
|∇f |2. (7)

Здесь
d2f

dξ2
— вторая производная функции в точке

x ∈ Rn вдоль единичного вектора ξ, ∇f — гради-
ент функции f в Rn. Формула верна как в плос-
ком случае, так и для единичной сферы, в этом
случае функция f : Sn → R продолжается по од-
нородности на Rn+1, x ∈ Sn ⊂ Rn+1, ξ — единич-
ный касательный к сфере в точке x вектор, ∇f —
градиент функции в Rn+1.

3. Поведение одномерной кривизны
конформно-плоской метрики при преоб-
разовании Лежандра. При аналитических
выкладках, связанных с конформно-плоской
метрикой, полезен метод подвижного репе-
ра Картана [14]. Обозначим через G(n + 1, 1)
многообразие базисов в Mn+2 вида:

{e1, e2, . . . , en, Z, Z∗} ∈ G(n+ 1, 1),

где e1, . . . , en — пространственноподобные векто-
ры, причем

Z,Z∗ ∈ C+, 〈Z,Z∗〉 = −1,

〈Z, ei〉 = 〈Z∗, ei〉 = 0, i = 1, 2, . . . , n.
(8)

На многообразии G(n + 1, 1) определены диффе-
ренциальные формы Маурера — Картана ωj

i ра-
венствами:



de1
...

den
dZ
dZ∗




=




ω1
1 . . . ωn+2

1
...

. . .
...

ω1
n . . . ωn+2

n

ω1
n+1 . . . ωn+2

n+1

ω1
n+2 . . . ωn+2

n+2



·




e1
...
en
Z
Z∗




. (9)

Из (8) следует

ωn+2
n+1 = ωn+1

n+2 = 0, ωn+1
n+1 + ωn+2

n+2 = 0,

ωk
n+1gki − ωn+2

i = 0, ωk
n+2gki − ωn+1

i = 0,

где gki = 〈ek, ei〉.
(10)

Поверхности F ⊂ C+ сопоставим подмногообра-
зие Gf (n+ 1, 1), выделяемое условиями:

Z ∈ F, ei ∈ Tz(F ), i = 1, 2, . . . , n. (11)

На подмногообразии Gf дополнительно выпол-
няется ωn+2

n+2 = 0. Введем обозначения ωi
n+1 = ωi,

ωi
n+2 = ω∗i, i = 1, 2, . . . , n. Деривационные фор-

мулы (9) на Gf примут вид



de1
...

den
dZ
dZ∗




=




ω1
1 . . . ωn

1 ω∗1 ω1

...
...

...
...

ω1
n . . . ωn

n ω∗n ωn

ω1 . . . ωn 0 0
ω∗1 . . . ω∗n 0 0







e1
...
en
Z
Z∗




.

(12)
Мы будем также пользоваться двойственным

базисом {e1, . . . , en} в пространстве TzF . Для него
имеем:

dei = ϕi
ke

k + ωiZ∗ + ω∗iZ,

dZ = ωie
i, dZ∗ = ω∗

i e
i,

(13)

где ϕk
i + ωk

i = 0, k, i = 1, 2, . . . , n. Структурные
уравнения для многообразия G(n + 1, 1) имеют
вид:

dωj
i = ωk

i ∧ ωj
k, i, j = 1, . . . , n+ 2, (14)

здесь по повторяющемуся индексу k берется сум-
ма от 1 до n+2. Для подмногообразия Gf отсюда
получим:

dωi = ωk ∧ ωi
k, dω∗i = ω∗k ∧ ωi

k,

dωj
i = ωk

i ∧ ωj
k +Ω·j

i· ,

где Ω·j
i· = ω∗

i ∧ ωj + ωi ∧ ω∗j ,

ω∗i ∧ ωi = 0, где k, i, j = 1, . . . , n.

(15)

Из (15) следует

ω∗i = Sikωk, Sik = Ski, k, i = 1, . . . , n. (16)

Для форм Ω·j
i· кривизны имеем представление:

Ω·j
i· =

1

2

n∑
k,l=1

R·j··
i·klω

k ∧ ωl,

здесь R·j··
i·kl — тензор кривизны Римана. Тензор

Риччи, скалярная кривизна, тензор Схоутена рав-
ны соответственно

Rik =
n∑

l=1

R·l··
i·kl, R = Rijg

ij ,

Sik =
1

n− 2

{
Rik − Rgik

2(n− 1)

}
.

Выясним геометрический смысл тензора Sik. Из
(15) вытекает, что формы кривизны метрики по-
верхности F имеют вид:

Ωj
i = dωj

i −ωk
i ∧ωj

k = (Sikδ
j
p +Sj

pgki)ω
k ∧ωp. (17)

Риманова секционная кривизна вычисляется по
формуле:

K(ξ ∧ η) = Rijkpξ
iηjξkηp = −Sikξ

iξk − Sjpη
jηp,

где ξ, η ∈ TzF — ортогональные единичные векто-
ры.
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Одномерная секционная кривизна конформно-
плоской метрики выражается через Риманову
кривизну:

K1/2(ξ) = K(ξ ∧ η1) +K(ξ ∧ η2)−K(η1 ∧ η2),

где ξ, η1, η2 ∈ TzF — ортогональные единичные
векторы. Следовательно, при n ≥ 3 одномерная
секционная кривизна в направлении единичного
вектора ξ есть

K1/2(ξ) = −Sikξ
iξk. (18)

Собственные значения ki квадратичной формы
(18), которые находятся из уравнения det ‖−Sik−
λgik‖ = 0 назовем главными значениями, а соб-
ственные векторы — главными направлениями од-
номерной кривизны.

С другой стороны, из равенства dZ∗ = ω∗iei =
Sikωkei следует также, что матрица ‖Sik‖ за-
дает дифференциал отображения hf относитель-
но базиса {e1, . . . , en} и двойственного базиса
{e1, . . . , en} касательного пространства TZ(F ) =
TZ∗(F ∗). Из соображений симметрии между мет-
риками F и F ∗ следует, что обратное отображе-
ние h−1

f : TZ∗(F ∗) → TZ(F ), имеющее в каче-
стве своей матрицы обратную к матрице ‖Sik‖,
задает одномерную секционную кривизну поляр-
ной конформно-плоской метрики F ∗ ⊂ C+. Мат-
рица главных одномерных кривизн метрики F ∗

диагональная и составлена из чисел, равных 1/ki,
i = 1, . . . , n, и главные направления кривизны на
F переходят в главные направления кривизны на
F ∗ при отображении hf .

Следствие 1. Если конформно-плоская мет-
рика ds2 = dx2

f2(x) имеет положительную одномер-
ную кривизну, то Hf диффеоморфизм (3) сфе-
ры Sn и полярная конформно-плоская метрика
ds∗2 = dy2

f∗2(y)
также имеет положительную одно-

мерную кривизну.
Замечание. Кривизна Риччи и одномерная

секционная кривизна конформно-плоской метри-
ки F выражаются друг через друга (n ≥ 3):

Rik = (n− 2)Sik + gikS, S = Sikg
ik,

Sik =
1

n− 2

{
Rik − Rgik

2(n− 1)

}
, R = Rikg

ik.

Аналогично для полярной поверхности F ∗:

R̃ik = (n− 2)S̃ik + g̃ikS̃, S̃ = S̃ikg̃
ik,

S̃ik =
1

n− 2

{
R̃ik − R̃g̃ik

2(n− 1)

}
, R̃ = R̃ikg̃

ik,

где gik = δik, g̃ik = δpsSipSjs,
∥∥∥S̃k

i

∥∥∥ =
∥∥Sk

i

∥∥−1.
Пример. Пусть конформно-плоская метрика

в R3 задана функцией f(x1, x2, x3) = 1 + x2
1 + x2

2,
тогда

f∗(y1, y2, y3) =
1

2

(
y21 + y22 + 1

)

y1 =− x1

x2
1 + x2

2

,

y2 =− x2

x2
1 + x2

2

,

y3 =x3

Выражая из двух последних уравнений x1, x2, x3

и подставляя в первое уравнение, получим

f∗(y1, y2, y3) =
1

2

(
y21 + y22 + 1

)
.

Главные значения одномерной секционной кри-
визны метрик ds2, ds∗2 равны соответственно:

K1/2(f) =




2 0 0
0 2 0
0 0 −2

(
x2
1 + x2

2

)


 ,

K1/2(f
∗) =




1
2 0 0
0 1

2 0
0 0 1

2

(
−y21 − y22

)


 .

(19)
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