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Локально однородные (псевдо)римановы мно-
гообразия изучались в работах многих математи-
ков. Их обобщением являются локально конформ-
но однородные (псевдо)римановы пространства,
на которых транзитивно действуют конформные
преобразования. Такие многообразия также ра-
нее исследовались как в римановом случае, так
и в псевдоримановом.

В работе Е.Д. Родионова, В.В. Славского
и Л.Н. Чибриковой было доказано, что из ло-
кально конформно однородного (псевдо)риманова
пространства можно с помощью конформной де-
формации получить локально однородное про-
странство, если тензор Вейля (или тензор Схо-
утена — Вейля в трехмерном случае) имеет нену-
левой квадрат длины. Таким образом возникает
задача об изучении (псевдо)римановых локально
однородных и локально конформно однородных
многообразий, тензор Схоутена — Вейля которых
имеет нулевой квадрат длины, а сам не равен ну-
лю.

В данной работе приводится алгоритм, с по-
мощью которого можно решить задачу о клас-
сификации четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с нетривиаль-
ной подгруппой изотропии и изотропным тензо-
ром Схоутена — Вейля.

Ключевые слова: (псевдо)римановое многообра-
зие, изотропный тензор Схоутена — Вейля, систе-
мы компьютерной математики.
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Locally homogeneous (pseudo)Riemannian man-
ifolds were studied by many mathematicians. Their
generalization is a locally conformally homogeneous
(pseudo)Riemannian manifolds on which a conformal
transformations act transitively. Such manifolds were
previously studied both in the Riemannian case and
in the pseudo-Riemannian case.

In the paper of E.D. Rodionov, V.V. Slavsky
and L.N. Chibrikova it was proved that a loc-
ally homogeneous manifold could be obtained from
a locally conformally homogeneous (pseudo)Rieman-
nian manifolds by a conformal deformation if
the Weyl tensor (or the Schouten — Weyl tensor
in the three-dimensional case) has a nonzero
squared length. Thus, the problem arises of study-
ing (pseudo)Riemannian locally homogeneous
and locally conformally homogeneous manifolds,
the Schouten — Weyl tensor of which has zero
squared length, and itself is not equal to zero.

In this paper, we present an algorithm that can
solve the classification problem of four-dimensional
locally homogeneous (pseudo)Riemannian manifolds
with a nontrivial isotropy subgroup and an isotropic
Schouten — Weyl tensor.

Key words: (pseudo)Riemannian manifold, isotropic
Schouten — Weyl tensor, systems of computer math-
ematics.

1. Введение, определения и постановка
задачи. (Псевдо)римановы многообразия с изо-
тропным тензором Схоутена — Вейля естествен-

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 18-
31-00033 мол_а).

ным образом возникают при изучении локально
конформно однородных (псевдо)римановых про-
странств [1]. Ранее данные многообразия в случае
трехмерных групп Ли с левоинвариантной лорен-
цевой метрикой изучались в работах [2, 3]. В них
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была получена полная классификация метриче-
ских групп Ли, тензор Схоутена — Вейля которых
является изотропным. Данная работа продолжает
исследования многообразий с изотропным тензо-
ром Схоутена — Вейля в случае четырехмерных
локально однородных (псевдо)римановых много-
образий с нетривиальной подгруппой изотропии.

Пусть (M, g) — (псевдо)риманово многообра-
зие размерности n; X,Y, Z, V — векторные поля
на M . Обозначим через ∇ связность Леви-Чивита
и через R(X,Y )Z = [∇Y ,∇X ]Z +∇[X,Y ]Z тензор
кривизны Римана. Тензор Риччи r и скалярную
кривизну s определим как

r(X,Y ) = tr(V → R(X,V )Y ), s = trg(r).

Тензор Вейля W определим равенством:

W = R−A∧©g,

где A = 1
n−2

(
r − sg

2(n−1)

)
, (A∧©g)(X,Y, Z, V ) =

A(X,Z)g(Y, V )+A(Y, V )g(X,Z)−A(X,V )g(Y, Z)−
A(Y, Z)g(X,V ).

Тензор Схоутена — Вейля определяется следу-
ющим равенством:

SW (X,Y, Z) = ∇ZA(X,Y )−∇Y A(X,Z).

При размерности многообразия n � 4 тензор Схо-
утена — Вейля связан с дивергенцией тензора
Вейля следующим равенством [4]:

SW = −(n− 3) divW.

Если скалярная кривизна (псевдо)риманова мно-
гообразия является константой (например, в слу-
чае локально однородного пространства), то фор-
мула для вычисления тензора Схоутена — Вейля
упрощается:

SW =
1

n− 2
(∇Zr(X,Y )−∇Y r(X,Z)) .

Определение 1 [2]. Векторное поле v опреде-
ляет инфинитезимальное изометричное преобра-
зование (псевдо)риманова пространства и назы-
вается киллинговым, если

vi,j + vj,i = 0. (1)

Соответственно, векторное поле v определя-
ет инфинитезимальное конформное преобразова-
ние (псевдо)риманова пространства и называется
конформно-киллинговым, если

vi,j + vj,i = 2w gik, (2)

где w = vk,ig
ik/n.

Определение 2 [2]. Пусть (M, g) — связ-
ное (псевдо)риманово многообразие, для любой

точки x0 которого и любого касательного векто-
ра v0 ∈ Tx0M существует векторное поле v(x)
в окрестности точки x0, удовлетворяющее урав-
нению (1) такое, что v(x0) = v0. Многообра-
зие в этом случае назовем локально однородным
пространством. Соответственно, если векторное
поле v(x) удовлетворяет системе уравнений (2),
то многообразие назовем локально конформно од-
нородным пространством.

Ранее локально конформно однородные про-
странства изучались, например, в статьях [5–8].
В работе [2] доказана
Теорема 1. Пусть (M, g) — локально конформно
однородное связное пространство, и пусть хотя бы
в одной точке имеем ‖W‖2 �= 0 (‖SW‖2 �= 0 при
dimM = 3). Тогда (M, g) конформно эквивалент-
но локально однородному пространству.

Таким образом, возникает задача об изуче-
нии (псевдо)римановых локально однородных и
локально конформно однородных многообразий,
тензор Схоутена — Вейля которых имеет нулевой
квадрат длины, а сам не равен нулю.

Определение 3. Тензор Схоутена — Вейля
SW будем называть изотропным, если квадрат
его длины равен нулю (‖SW‖2 = 0), а сам тензор
не равен нулю (SW �= 0).

Замечание. Отметим, что в случае римано-
вых многообразий из равенства нулю квадрата
длины тензора Схоутена — Вейля следует, что сам
тензор равен нулю. Действительно, в ортонор-
мированном базисе из векторов в касательном
пространстве произвольной точки многообразия
квадрат длины тензора Схоутена — Вейля пред-
ставляет собой сумму квадратов всех компонент,
а значит, равен нулю тогда и только тогда, когда
каждая компонента тензора равна нулю.

При достаточно малой размерности локально
однородного (псевдо)риманова пространства ста-
новится возможным применение систем компью-
терной математики для изучения локально одно-
родных (псевдо)римановых многообразий с изо-
тропным тензором Схоутена — Вейля. Далее при-
ведем математическую модель, позволяющую вы-
числять квадрат длины тензора Схоутена — Вей-
ля на локально однородном (псевдо)римановом
пространстве (подробнее см. [9, 10]).

Пусть (M = G/H, g) — однородное (псевдо)ри-
маново многообразие размерности m, g — ал-
гебра Ли группы G, h — подалгебра изотропии,
m = g/h — (необязательно редуктивное) дополне-
ние к h в g, h = dim h.

Пусть {e1, e2, . . . , eh, u1, u2, . . . , um} — базис g,
где {ei} и {ui} — базисы h и m соответственно.
Положим

[ui, uj ]m = ckijuk, [ui, uj ]h = Ck
ijek,

[hi, uj ]m = c̄kijuk,
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где ckij , Ck
ij и c̄kij — массивы соответствующих раз-

меров.
Первым шагом вычислим представление изо-

тропии ψ на базисных векторах h:

(ψi)
k
j = (ψ (ei))

k
j = c̄kij (3)

и запишем условие инвариантности метрического
тензора g:

(ψi)
t · g + g · ψi = 0, i = 1, . . . , h, (4)

где (ψi)
t — транспонированная матрица.

Далее, с помощью уже известных структурных
констант и матрицы метрического тензора, най-
дем компоненты связности Леви-Чивита ∇:

Γk
ij =

1

2

(
ckij + gskclsjgil + gskclsigjl

)
,

Γ̄k
ij =

1

2
c̄kij −

1

2
gsk c̄lisgjl :

где ∇ui
uj = Γk

ijuk, ∇hi
uj = Γ̄k

ijuk и
{
gij

}
— мат-

рица, обратная к матрице {gij}.
Следующим шагом является вычисление ком-

понент тензора кривизны R и тензора Риччи r:

Rijks =
(
Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk + Cl

ijΓ̄
p
lk

)
gps,

rik = Rijksg
js.

Далее, находятся компоненты ковариантной
производной тензора Риччи

rij,k = rsjΓ
s
ki + risΓ

s
kj ,

вычисляется тензор Схоутена — Вейля

SWijk =
1

n− 2
(rij,k − rik,j) ,

а также квадрат его длины

‖SW‖2 = SWijkSWαβγg
iαgjβgkγ .

2. Пример вычислений. В качестве при-
мера рассмотрим четырехмерное локально од-
нородное псевдориманово пространство 1.11.3
(по классификации [11]). В алгебре Ли g суще-
ствует базис {e1, u1, u2, u3, u4} — базис g, где {e1}
и {ui} базисы h и m соответственно. Скобки Ли
на базисных векторах имеют вид:

[e1, u1] = u1, [e1, u3] = −u3, [u1, u3] = e1 + u2.

Вычислим представление изотропии (3):

ψ1 =



1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0




и запишем условие (4) инвариантности метриче-
ского тензора:

α12 = 0, α14 = 0, α11 = 0,

α23 = 0, α33 = 0, α34 = 0.

Решая данную систему уравнений относитель-
но компонент метрического тензора, получаем,
что инвариантное скалярное произведение обяза-
но иметь вид

g =




0 0 α13 0
0 α22 0 α24

α13 0 0 0
0 α24 0 α44




и иметь либо лоренцеву (+,+,+,−), либо ней-
тральную (+,+,−,−) сигнатуру.

Далее, используя вышеприведенные формулы,
вычисляем компоненты тензора Схоутена — Вей-
ля

SW132 = −SW123 = SW231 =
α22(α13 − α22)

4α2
13

,

SW134 = −SW143 = SW341 =
α24(α13 − α22)

4α2
13

и квадрат его длины

‖SW‖2 = −3α22(α13 − α22)
2

4α6
13

.

Решая уравнение ‖SW‖2 = 0, получим два ре-
шения

α22 = 0 или α22 = α13,

однако во втором случае тензор Схоутена — Вей-
ля будет тривиальным. Таким образом, получим
следующую теорему
Теорема 2. Четырехмерное локально однородное
псевдориманово пространство 1.11.3 имеет изо-
тропный тензор Схоутена — Вейля тогда и только
тогда, когда инвариантная метрика g имеет вид

g =




0 0 α13 0
0 0 0 α24

α13 0 0 0
0 α24 0 α44


 ,

где α13 �= 0, α24 �= 0. В этом случае инвариантное
скалярное произведение обязано иметь нейтраль-
ную (+,+,−,−) сигнатуру.

3. Заключение. В результате проведен-
ных исследований построена математическая мо-
дель, которая позволяет получить полную класси-
фикацию четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с нетривиаль-
ной подгруппой изотропии и тривиальным тензо-
ром Схоутена — Вейля.
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