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Поверхность переноса — это поверхность, ко-
торая допускает параметризацию r(u, v) = U(u)+
V (v).

Поверхность переноса в E3 можно рассматри-
вать как параллельное перенесение одной линии
вдоль другой.

В работе приводится пример тора M в E3, от-
личного от классического тора T , который полу-
чается при вращении окружности вокруг оси.

Мы рассматриваем тор M как поверхность пе-
реноса, которая получается при параллельном пе-
реносе одной окружности вдоль другой, причем
окружности расположены во взаимно ортогональ-
ных пересекающихся плоскостях.

Пусть на торе M задана замкнутая кривая
с помощью 4π-периодической вектор-функции.

С использованием найденной функции нахо-
дятся уравнения односторонних поверхностей. В
частности, определяется уравнение листа Меби-
уса, для которого краем является данная кривая.

Строится бутылка Клейна и разрезание ее на
два листа Мебиуса, а также скрещенный колпак.
Рассматривается инверсия торов T , M .

C помощью системы компьютерной математи-
ки строятся рассматриваемые поверхности.
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периодическая функция, инверсия, лист Мебиуса,
бутылка Клейна, скрещенный колпак.
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The surface of parallel transfer is a surface
that admits the parametrization r(u, v) = U(u) +
V (v). The surface of parallel transfer in E3 can be
considered as a surface produced by parallel transfer
of one line along the other.

In this study the torus M is different from the
classic torus T , which is obtained by rotating the
circle along the axis. We consider the torus as
the surface of parallel transfer obtained by parallel
transfer of one circle along the other. The circles are
located in mutually orthogonal intersecting planes.

The closed curve on the torus M is defined with
the 4π-periodic vector-function.

Using this function, the equations of one-sided
surfaces are obtained. In particular, the equation of
the Mobius band with the mentioned curve being the
boundary is found.

The Klein bottle is cut into two Moebius band.
Also, the cross-cap is considered.

The inversion of torus T and the inversion of torus
M is studied in this paper.

The studied surfaces are constructed in Euclidean
space E3 with the help of a mathematical software
toolkit.

Key words: surface of parallel transfer, torus,
periodic function, inversion, Klein bottle, Mobius
band, cross-cap.

1. Введение. Поверхность переноса [1,
c. 315; 2, c. 130; 3; 4, с. 26] — это поверхность,
которая допускает параметризацию

r(u, v) = U(u) + V (v).

Линии U = U(u), V = V (v) называются линия-
ми переноса. Поверхность переноса в E3 можно
рассматривать как параллельное перенесение од-
ной линии вдоль другой. К наиболее известным
поверхностям переноса в E3 относят эллиптиче-
ский и гиперболический параболоиды и цилиндр,

а в E4 — это тор Клиффорда [4. c. 45; 5; 6]

r(u, v) = (cos(u), sin(u), cos(v), sin(v)).

Кривые переноса тора Клиффорда есть окруж-
ности, расположенные во взаимно ортогональных
непересекающихся плоскостях.

2. Построение поверхности переноса.

r(u, v) = U(u) + V (v), u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π], (1)

где U = U(u), V = V (v) есть окружности, распо-
ложенные во взаимно ортогональных пересекаю-
щихся плоскостях.
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Положим

U(u) = (0, cos(u), sin(u)), V (v) = (cos(v), sin(v), 0).

Поверхность переноса (1) имеет вид

r(u, v) = (cos(v), sin(v) + cos(u), sin(u)), (2)

u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π].
Теорема 1.
Поверхность переноса r(u, v) =

(cos(v), sin(v) + cos(u), sin(u)), u ∈ [−π, π], v ∈
[−π, π] определяет модель тора.

Доказательство.
Действительно,
r(−π, v) = U(−π)+V (v) = U(−π+2π)+V (v) =

r(π, v), r(u,−π) = U(u) + V (−π) = U(u) + V (−π +
2π) = r(u, π).

Имеем склейку противоположных сторон пря-
моугольника u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π] по точкам,
лежащим на общей горизонтали, и одновременно
склейку по точкам, лежащим на общей вертикали
[7, c. 75].

Исследуем характер точек на поверхности M .
Обычным способом [8, c. 132] определим гауссову
кривизну K поверхности. Имеем

K =
b

g
, b = det(bij), g = det(gij), i, j = 1, 2,

gij =< ri, rj >, r1 = ru, r2 = rv,

bij =
1√
g
< rij , [r1, r2] > .

Имеем

K =
sin(v)cos(u)

g2
, g = 1− sin(u)2cos(v)2. (3)

Для параболических точек

sin(v)cos(u) = 0. (4)

Уравнение (4) определяет четыре окружности S1 :
r = r(u, 0), S2 : r = r(u, π), S3 : r = r(π/2, v), S4 :
r = r(−π/2, v).

Точки касания этих окружностей

P1(π/2, 0) = (1, 0, 1), P2(−π, 0) = (1, 0,−1),

P3(π/2, π) = (−1, 0, 1), P4(−π/2, π) = (−1, 0,−1),

есть особые точки. Для них g = 0.
Замечаем, что

P1 ∈ S1, P1 ∈ S3, P2 ∈ S1, P2 ∈ S4,

P3 ∈ S3, P3 ∈ S2, P4 ∈ S3, P4 ∈ S2.

Для гиперболических точек

sin(v)cos(u) < 0.

Имеем три куска поверхности

G1 : u ∈ (π/2, π), v ∈ (0, π),

G2 : u ∈ (−π/2, π/2), v ∈ (0, π),

G3 : u ∈ (−π/2, π/2), v ∈ (−π, 0).

Для эллиптических точек

sin(v)cos(u) > 0.

Имеем три куска поверхности

E1 : u ∈ (−π/2, π/2), v ∈ (0, π),

E2 : u ∈ (−π,−π/2), v ∈ (−π, 0),

E3 : u ∈ (π/2, π), v ∈ (−π, 0).

На гиперболической части тора определяют-
ся две «диагональные» прямые l14 = (P1, P4) :
r = (sin(u), 0, sin(u), l23 = (P2, P3) : r =
(−sin(u), 0, sin(u).

Построим параболические, эллиптические и
гиперболические точки поверхности M , прямые
l14, l23 (рис. 1, рис. 2).

Рис. 1. Поверхность переноса M , параболические и
эллиптические точки
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Рис. 2. Параболические и гиперболические точки,
прямые l14, l23, фрагмент гиперболической части

Плоскость, проходящая через l14 ортогональ-
но l23, и плоскость, проходящая через l23 ор-
тогонально l14, пересекают эллиптическую часть
тора по двум «диагональным» эллипсам r =
(±sin(u), 2cos(u), sin(u)), (v = u+π, v = −u+π/2).
Построим их (рис. 3).

Рис. 3. Диагональные кривые на M

3. Односторонние поверхности. Рас-
смотрим на торе M кривую v = u

2 , u ∈ [−2π, 2π].
Имеем обмотку тора

ρ(u) = (cos(u/2), sin(u/2) + cos(u), sin(u)),

u ∈ [−2π, 2π].
Используя обмотку тора (рис. 4), можно по-

строить модели односторонних поверхностей: ли-
ста Мебиуса, бутылки Клейна и проективной
плоскости [4, c. 19; 4, c. 56; 4, c. 27]. Оносторонние

Рис. 4. Обмотка тора M

поверхности изучаются также в работах [9, c. 301;
10, с. 301; 11–18].

Вектор-функция ρ = ρ(u) есть 4π-пери-
одическая, функция s(u) = 1

2 (ρ(u) + ρ(u + 2π))
есть 2π-периодическая, функция l(u) = 1

2 (ρ(u) −
ρ(u+ 2π)) есть 2π-антипериодическая.

Имеем

s(u) = (0, cos(u), sin(u)), l(u) = (cos(u/2), sin(u/2), 0).

Лист Мебиуса. Поверхность M :

r(u, v) = s(u) + vl(u), u ∈ [−π, π], v ∈ [−1, 1]

есть модель листа Мебиуса, для которого кривая
ρ = ρ(u) есть край.

Построим его (рис. 5).

Рис. 5. Лист Мебиуса

Бутылка Клейна. Поверхность KL :

r(u, v) = (p+ cos(v))s(u) + sin(v)l(u), p �= ∓1,
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u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π] определяет модель бутыл-
ки Клейна.

Бутылку Клейна можно разрезать на два ли-
ста Мебиуса. В качестве кривой разреза возьмем,
например, кривую r = r(u, π/3). Построим их
(рис. 6, 7).

Рис. 6. Бутылка Клейна и разрез

Рис. 7. Листы Мебиуса на бутылке Клейна

Скрещенный колпак с крышкой. Поверх-
ность P :

r(u, v) = (1 + cos(v))s(u) + sin(v)l(u),

u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π] определяет модель проек-
тивной плоскости (скрещенный колпак с крыш-
кой).

Построим ее (рис. 8).

Рис. 8. Скрещенный колпак с крышкой

4. Деформация тора.
Теорема 2.
Пусть вектор-функции r1 = r1(u, v), r2 =

r2(u, v) определяют модели тора. Тогда вектор-
функции

rt = tr1(u, v) + (1− t)r2(u, v), t ∈ [0, 1], (4)

u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π] также определяют модели
тора.

Доказательство.
Действительно,
rt(−π, v) = rt(π, v), rt(u,−π) = rt(u, π) .
Имеем склейку противоположных сторон пря-

моугольника u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π] по точкам,
лежащим на общей горизонтали, и одновременно
склейку по точкам, лежащим на общей вертика-
ли.

Рассмотрим классический тор T : r2(u, v) =
(2+ cos(u))(cos(v), sin(v), 0)+ sin(u)(0, 0, 1) и r1 =
r1(u, v) — тор M .

Формула (4) определяет деформацию тора
r1 = r1(u, v) в тор r2 = r2(u, v).

Построим деформацию T в M (рис. 9).

Рис. 9. Деформация T в M
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5. Инверсия. Рассмотрим инверсию [19,
с. 482; 20]

r∗ − r0 =
m2(r − r0)

< r − r0, r − r0 >
(5)

относительно сферы радиуса m с центром r0.
Положим r0 = (2, 0, 0),m = 2. Инверсия тора

T определяется уравнениями

x = 2 + 4((2 + cos(u))cos(v)− 2)/

((2+cos(u))cos(v)−2)2+(2+cos(u))sin(v)2+sin(u)2),

y = 4((2 + cos(u))sin(v)/

((2+cos(u))cos(v)−2)2+(2+cos(u))sin(v)2+sin(u)2),

z = 4sin(u)/

((2+cos(u))cos(v)−2)2+(2+cos(u))sin(v)2+sin(u)2).

Для инверсии тора M положим r0 =
(2, 0, 2),m = 4. Имеем

x = 2 + 16(cos(v)− 2)/

((cos(v)− 2)2 + (sin(v) + cos(u))2 + (sin(u)− 2)2),

y = 16(sin(v) + cos(u))sin(v)/

((cos(v)− 2)2 + (sin(v) + cos(u))2 + (sin(u)− 2)2),

z = 2 + 16(sin(u)− 2)/

((cos(v)−2)2+(sin(v)+cos(u))2+(sin(u)−2)2).(6)

Остановимся подробнее на этом случае. Рас-
смотрим диагональные прямые и их инверсию.
Прямая l13 = (P1, P3) определяется уравнениями
x = z, y = 0, или v = u−π/2, r = (sin(u), 0, sin(u)).
Центр инверсии r0 = (2, 0, 2) принадлежит этой
прямой, но не отрезку u ∈ [−π, π]. Из (6) имеем
r = (2 + 8

sin(u)−2 , 0, 2 + 8
sin(u)−2 . Имеем отрезок

прямой l13 (рис. 10).

Рис. 10. Отрезок прямой l13 и его инверсия

Прямая l24 = (P2, P4) определяется уравне-
ниями x = −z, y = 0, или u = −v − π/2, r =
(cos(v), 0,−cos(v)). Центр инверсии r0 = (2, 0, 2)
не принадлежит этой прямой. Уравнения (6) при-
мут вид

x = 2 +
16(cos(v)− 2)

(cos(v)− 2)2 + (cos(v) + 2)2
, y = 0,

z = 2 +
16(cos(v)− 2)

(cos(v)− 2)2 + (cos(v) + 2)2
.

Рис. 11. Отрезок прямой l24 и его инверсия

Имеем часть окружности x2 + z2 = 8, y = 0
(рис. 11).

Построим инверсию окружносей S1, S2, S3, S4
(параболические точки тора M). Обозначим их
соответственно через IS1, IS2, IS3, IS4. Полагая
в формуле (6) v = 0, v = π, u = π/2, u = −π/2,
определим уравнения IS1, IS2, IS3, IS4. Имеем
S1 : r = ( 2(1+2sin(u))

−3+2sin(u) ,
−8cos(u)

−3+2sin(u) ,
−2(−5+2sin(u))

−3+2sin(u) ),

S2 : r = ( 2(5+2sin(u))
−7+2sin(u) ,

−8cos(u)
−7+2sin(u) ,

−2(−1+2sin(u))
−7+2sin(u) ),

S3 : r = (−2(−5+2cos(v))
−3+2cos(v) , −8sin(v)

−3+2cos(v) ,
2(1+2cos(v))
−3+2cos(v) ),

S4 : r = (−2(−1+2cos(v))
−7+2cos(v) , −8sin(v)

−7+2cos(v) ,
2(5+2cos(v))
−7+2cos(v) ).

Построим их (рис. 12).

Рис. 12. Кривые IS1, IS2, IS3, IS4, Il13, Il24

Построим тор T (темный) и его инверсию для
r0 = (2, 0, 0),m = 2, тор M (темный) и его инвер-
сию для r0 = (2, 0, 2),m = 4 (рис. 13).

Рис. 13. Инверсия торов
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Теорема 3.
Если тор не проходит через центр инверсии, то

инверсия тора есть тор.
Доказательство.
Функция r = r(u, v) в (5) удовлетворяет усло-

вию склейки r(−π, v) = r(π, v), r(u,−π) = r(u, π).
По условию теоремы f(u, v) =< r−r0, r−r0 > �= 0.

Имеем

f(−π, v) = f(π, v), f(u,−π) = f(u, π),

r∗(−π, v) = r∗(π, v), r∗(u,−π) = r∗(u, π).

Таким образом, инверсия тора есть тор.
Так как тор T не проходит через центр инвер-

сии r0 = (2, 0, 0), и тор M не проходит через центр
инверсии r0 = (2, 0, 2), то инверсия тора T есть
тор и инверсия тора M есть также тор.
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