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Проводится исследование возможностей приме-
нения теории интервальных систем линейных алге-
браических уравнений (ИСЛАУ) для решения задач 
математического моделирования процессов по экспе-
риментальным данным. Предполагается, что модели-
руемый процесс описывается выходной переменной 
и совокупностью входных переменных, детермини-
рованная связь которых описывается линейным урав-
нением. При моделировании процесса используется 
теоретический подход, при котором исходные пред-
положения относительно структуры модели и границы 
интервалов ошибок измерения всех переменных явля-
ются достоверными и не требуют проверки их выпол-
нимости методами разведочного анализа. Указанная 
постановка задачи моделирования процессов позволя-
ет сосредоточить внимание на исследовании приклад-
ной ценности основных множеств решений ИСЛАУ: 
объединенного, допускового и управляемого. В це-
лях достижения наглядности методов и полученных 
результатов исследование проводится на конкретном 
примере процесса, для которого параллельно можно 
проводить визуальный анализ данных. 

Ключевые слова: моделирование процессов, интер-
вальные системы линейных алгебраических уравне-
ний, модели прогноза, модели оценки параметров.

In this paper, we study the possibilities of applying 
the theory of interval systems of linear algebraic equations 
to solve problems of mathematical modeling of processes 
using experimental data. It is assumed that the simulated 
process is described by the output variable and a set of input 
variables with deterministic connections described by a 
linear equation. During simulation, a theoretical approach 
is used for initial assumptions about the structure 
of the model and the boundaries of measurement error 
intervals for all variables being reliable and not requiring 
verification of their feasibility by exploratory analysis 
methods. This formulation of the process modeling 
problem allows focusing on the study of  practical values 
of the basic sets of solutions of interval systems of linear 
algebraic equations: combined, tolerated and controlled. 
For the sake of clarity of the methods and the results 
obtained, the study is conducted on the specific example 
of the process with a simultaneous visual analysis of data 
being carried out.

Key words: modeling processes, interval systems of linear 
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models.
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Введение
В работе проводится исследование возможностей 

применения теории интервальных систем линей-
ных алгебраических уравнений (ИСЛАУ) для реше-
ния задач математического моделирования процес-
сов по экспериментальным данным. В данном случае 
считается, что внутренний шум в описании объекта 

отсутствует, а неопределенности таблицы наблюде-
ний связаны с ошибками измерения входных и вы-
ходной переменных, которые принадлежат известным 
симметричным относительно нулевого значения ин-
тервалам. Различные аспекты этой задачи и нестати-
стические методы ее решения рассматривались, на-
пример, в работах [1–11].
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При записи ИСЛАУ мы, следуя [6], используем 
неформальный международный стандарт, согласно 
которому интервалы и интервальные объекты обо-
значаются жирным шрифтом. В целях достижения 
наглядности методов и полученных результатов ис-
следование проводится на примере процесса плани-
рования прибыли корпорации, для которого парал-
лельно можно проводить визуальный анализ данных. 

Считаем, что корпорация состоит из n предприя-
тий и заинтересована в получении прибыли. Оценка 
величины прибыли на очередной период времени (ме-
сяц, квартал) проводится на основе планов ее полу-
чения каждым предприятием. Управляющая компа-
ния объединения не производит продукцию 
и не осуществляет финансовые (инвестиционные) ус-
луги. В случае такой возможности в корпорации соз-
дается самостоятельная компания, которая включена 
в состав рассматриваемых предприятий. Пусть 

1, 1,...,N
iA i n+ =  — оценки прибыли предприятий 

и 1NB + — расчетное значение прибыли корпорации, 
полученное аналитиками на плановый период време-
ни. Предполагаем, что управляющая компания рас-
полагает статистикой плановых оценок прибыли 
предприятий и корпорации за N временных перио-
дов в прошлом:

              ( )1 2, ,..., , , 1,...,j j j j
nA A A B j N= .                 (1)

Кроме того, полагаем выполнение балансового 
уравнения по прибыли корпорации в каждом перио-
де наблюдения, которое запишем в следующем виде. 
Пусть , 1,...,iA i n′ =  — значения истинных величин 
прибыли предприятий, которые априори неизвестны 
как предприятиям, так и управляющей компании. 
Тогда действительная прибыль корпорации B′ равна 
сумме прибылей предприятий (налоги и транзакции 
при переходе прав собственности на прибыль не учи-

тываем): 
1

.
n

i
i

B A
=

′ ′=∑
По результатам финансового анализа управляю-

щая компания располагает достоверными оценка-
ми модулей предельных ошибок, которые имели ме-
сто в прошлом при обосновании данных таблицы (1). 
Эти оценки обозначим так:

               ( )1 2, ,..., , , 1,...,j j j j
n B j Nε ε ε ε = .                  (2)

Экономическая ситуация и существующие техно-
логии финансового планирования корпорации позво-
ляют ее аналитикам обосновать оценку будущей при-
были корпорации 1NB + , оценить границы абсолютных 
значений погрешностей планирования прибыли пред-
приятий и корпорации в целом: 

           ( )1 1 1 1
1 2, ,..., ,N N N N

n Bε ε ε ε+ + + + .               (3)

Далее учитывается, что приведенные данные со-
ответствуют правильным наблюдениям [7] (напри-
мер, не содержат выбросов). Методами прикладного 
анализа данных предлагается выполнить следующие 
аналитические исследования:

• Получить интервальную оценку 1N+B прибыли 
корпорации при существующей технологии финан-
сового планирования, которая является достоверной, 
т.е. содержит истинное значение будущей прибыли 
корпорации 1NB +′ .

• Проверить согласованность существующей тех-
нологии расчета прибыли корпорации 1NB +  его ин-
тервальной оценке, т.е. проверить условие 1 1N NB + +∈B .

• Качественно оценить эффективность решения 
задач математического моделирования процессов 
с использованием множеств решений ИСЛАУ: объе-
диненного, допускового и управляемого.

Исследование выполнялось методами вычисли-
тельного эксперимента.

Математические методы и программные сред-
ства исследования 

Прикладной интервальный анализ в нашем слу-
чае линейных моделей детерминированных процес-
сов проводится с использованием множеств решений 
ИСЛАУ, коэффициенты и правая часть которой запи-
саны по результатам интервальных наблюдений. В ма-
тричной форме ИСЛАУ записывается интервальной 
N n×  матрицей коэффициентов и 1N ×  интерваль-
ным вектором правой части в следующем виде:

                                   x=A b .                                       (4)

Интервальное задание СЛАУ (4) понимается так, 
что элементы матриц A, b  заданы интервалами: 

H VA A≤ ≤A  и H VB B≤ ≤b . 
Применительно к задачам анализа данных в ли-

тературе [2, 3, 5, 6] рассматриваются три базовых 
множества решений ИСЛАУ: объединенное, допу-
сковое, управляемое. Предикатная формула объе-
диненного множества решений ( )uniΞ A,b  записы-
вается так: 

{ }( ) / ( )( )( ) .n
uni x R A B Ax BΞ = ∈ ∃ ∈ ∃ ∈ =A,b A b    (5)

В работе [3, с. 323] утверждается, что «вычисление 
для объединенного множества решений внешних по-
координатных оценок с любой заданной абсолютной 
или относительной точностью есть NP-трудная зада-
ча». В частном случае положительных компонент ре-
шения ИСЛАУ объединенное множество решений 
задается системой линейных неравенств, которые, 
следуя [5, с. 112], запишем ниже.

Допусковое ( )tolΞ A,b и управляемое ( )ctlΞ A,b  
множества решений определяются условиями при-
надлежности интервалам:
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                                { }( ) / ( ;n
tol x R xΞ = ∈ ⊆A,b A b   { }( ) /n

ctl x R xΞ = ∈ ⊇A,b A b .                                 (6)

В прикладном интервальном анализе множества 
(6) допустимо исследовать методами линейного про-
граммирования, а для возможности использования 
стандартного симплекс метода вектор nx R∈ можно 
представить в виде разности двух неотрицательных 
векторов ', ": ' "x x x x x= − . Если априори известно, 

что множества лежат в заданном квадранте декар-
товой системы координат nR , то заменой перемен-
ных можно упростить соответствующие задачи ЛП. 
Так, для nR+  положим " 0x = . Тогда множества (5), 
(6) задаются в nR+  системами неравенств соответ-
ственно:

                                                
V H

H V

A x B
A x B

 ≥


≤
;             

V V

H H

A x B
A x B

 ≤


≥
;             

V V

H H

A x B
A x B

 ≥


≤
.                                                  (7)

Запишем задачи исследования множеств решений 
ИСЛАУ, которые возникают при моделировании про-
цессов. Обозначим n

SX R⊂  — одно из трех введенных 
множеств решения ИСЛАУ в задаче анализа экспери-
ментальных данных. Эти задачи запишем в обозначе-
ниях и предположениях приведенного примера. 

1. Задача прогноза выходной переменной моде-
лируемого процесса на период времени 1N + . 

Учитываем при  прогнозе только оценки прибы-

ли предприятий: , 1 , 1; , 1,...,H N V N
i iA A i n+ + = ., тогда:

                      , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1
1 1 1 1

ˆ ˆmin( ... ); max( ... )
S S

H N H N H N V N V N p V N p
n n n nx X x X

B A x A x B A x A x+ + + + + +

∈ ∈
= + + = + + .                           (8)

Заметим, что прогноз по измеренным значениям 
1, 1,...,N

iA i n+ =  в (8) не является корректным, по-
скольку оцениваемый интервал может не содержать 
истинного значения 1NB +′  прогнозируемой прибыли.

2. Задача оценки коэффициентов линейной за-
висимости моделируемого процесса.

Для нашего примера предполагается, что коэффи-
циенты баланса прибыли корпорации неизвестны. 
В качестве интервальной оценки этих коэффициен-
тов можно решить 2n задач линейного программиро-
вания. Например, x1 принадлежит интервалу 1 1[ , ]H Vx x :

                 1 1 1 1min ; max
S S

H V

x X x X
x x x x

∈ ∈
= = .                       (9)

Дополнительно запишем задачу принадлежности 
любой заданной точки 0 nx R∈  заданному множе-
ству. Пусть, например, d nx R∈  — истинное значение 
параметров моделируемого детерминированного 
процесса, а n

SX R⊂  — одно из трех введенных мно-
жеств решения ИСЛАУ в задаче анализа экспери-
ментальных данных. Точка dx  принадлежит множе-
ству X R⊂  тогда и только тогда, когда 0Sδ = , где 

Sδ  — решение следующей задачи квадратичного про-
граммирования: 

                       min
S

d
S x X

x xδ
∈

= − .                             (10)

Имитационное моделирование задачи оценки 
прибыли корпорации

Имитация условий анализа прибыли корпорации 
проводилась в среде Excel при следующих исходных 
данных: 3n = ; 12N = ; истинные значения прибылей 

, 1,...,3iA i′ =  в каждом из 1N +  временных перио-

дов принимались как  равномерно распределенные 
псевдослучайные числа на интервалах [0, 100]; соот-
ветствующие  значения прибыли корпорации B′  
определялись на основе балансного уравнения; ошиб-
ки измерения (2) и (3) во всех испытаниях принима-
лись равномерно распределенными на одинаковых 
симметричных относительно нуля интервалах: 
[ 5, 5] [ 5, 5] [ 5, 5] [ , ]B Bε ε− × − × − × − . Здесь верхние 
оценки ошибки выходной переменной задавались пе-
ременными для обеспечения условия, при котором 
исследуемое множество решений ИСЛАУ не пусто 
и сравнимо с двумя другими. Пример точных значе-
ний прибылей корпорации и их оценок представлен 
в таблицах 1 и 2. 

Таблица 1
Данные без ошибок измерения

'
1A '

3A '
3A B′

1 23,93 19,84 97,14 140,91
2 13,84 91,08 65,11 170,03
3 35,27 18,48 70,67 124,42
4 68,21 39,87 84,02 192,09
5 76,78 22,20 13,35 112,33
6 24,28 88,86 64,10 177,23
7 11,60 6,28 26,29 99,18
8 12,92 49,01 83,69 145,62
9 91,99 26,19 21,89 140,07

10 29,43 61,70 16,77 107,90
11 58,73 80,64 95,76 235,12
12 83,98 89,17 5,45 178,60
13 17,01 73,08 51,91 142,00
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Таблица 2
Данные с ошибками измерения, при 10Bε =

'
3A '

3A '
3A B′

1 26,99 19,99 98,11 149,74
2 17,80 93,8 68,41 160,7
3 38,41 14,64 67,47 127,32
4 67,48 38,84 88,28 191,76
5 75,53 23,05 11,26 113,07
6 19,37 83,87 64,64 182,70
7 16,57 57,07 30,77 94,54
8 17,00 47,84 79,19 150,69
9 89,93 27,74 22,38 147,71

10 24,47 65,00 18,49 107,10
11 57,86 84,12 95,31 240,01
12 79,54 89,72 4,98 169,15
13 15,94 73,27 47,94 135,37

Объединенное множество решений ИСЛАУ содер-
жит точку (1, 1, 1)dx =  по определению этого множе-
ства для правильных измерений, что следует и по ре-
зультатам численного решения задачи (10). 

Для данных таблицы 2 решение задач (8) являет-
ся следующим:

                      , 1 , 1 , 1 , 1 , 1ˆ ˆ ˆ ˆ109,7; 160,3; 0.5( ) 135; 17.8%H N V N C N H N V NB B B B B+ + + + += = = + = ∆ = .                         (11)

Для сравнения приведем значения и погрешно-
сти прогноза по оценкам аналитиков. Эти данные 
в порядке выражения (11) имеют следующие значе-
ния: 125,4; 145,4; 135,4; 7,0%. Приведем соответству-
ющие значения, полученные с использованием балан-
сового уравнения по нижним и верхним значениям 
прибылей предприятий: 122,2; 152,2; 137,2; 10,6%. 
Приведенные числовые данные не противоречат ви-
зуальному анализу и свойствам объединенного мно-

жества решений. Следует отметить, что использо-
вание  объединенного множества решений ИСЛАУ 
в качестве инструмента прогноза прибыли корпора-
ции в рассмотренном случае не позволяет улучшить 
оценки, полученные визуальным анализом данных.

Оценки параметров балансного уравнения в пред-
положении, что точка (1, 1, 1)dx =  аналитикам неиз-
вестна, получим решением задач (9) (табл. 3).

Таблица 3 
Оценки объединенного множества решений ИСЛАУ

Оценки ( )uniΞ A,b
Индекс параметров 

1i = 2i = 3i =
Нижнее значение 0,77 0,57 0,72
Верхнее значение 1,45 1,26 1,39
Погрешность, % 34,1% 34,2% 33,5%

Допусковое множество решений ИСЛАУ для дан-
ных таблицы 2 и заданных предельных значений по-
грешностей измерения является пустым. Этот резуль-
тат вполне согласуется с исследованиями С.П. Шарого 
[3], т.е. в данном случае произведение Ax получает 
«большой размах» в сравнении с размахом вектора b. 
В нашем случае для данных таблицы 1 и принятых 
оценок погрешностей измерения, в которых 20Bε = , 
с дополнительным коэффициентом расширения

2Bk = размаха вектора b получена ИСЛАУ с подхо-

дящими свойствами. Ее исследование для 15 вариан-
тов выборок независимых ошибок измерения пока-
зало, что в пяти вариантах допусковое множество 
не пусто и содержит точку (1, 1, 1)dx = ; в восьми ва-
риантах оно не пусто, но необходимое для коррект-
ности модели условие ( )d

tolx ∈Ξ A,b  не выполнено; 
в двух вариантах множество ( )tolΞ A,b  оказалось пу-
стым. 

Для одного из первой группы вариантов приведем 
решение задач (8):

                       , 1 , 1 , 1 , 1 , 1ˆ ˆ ˆ ˆ121,1; 162,5; 0.5( ) 141,8; 14.6%H N V N C N H N V NB B B B B+ + + + += = = + = ∆ = .                      (12)
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Для сравнения, как и ранее, приведем анализ по-
грешностей прогноза оценок параметров баланс-
ного уравнения (табл. 4), аналогичный результатам 
для ( )uniΞ A,b . Эти данные имеют следующие зна-

чения: оценки аналитиков — 124,8; 144,8; 134,8; 7,0% 
при 10Bε = ; оценки по балансу — 122,4; 152,4; 137,4; 
10,6%. 

Таблица 4
Оценки допускового множества решений ИСЛАУ

Оценки ( )tolΞ A,b
Индекс параметров 

1i = 2i = 3i =
Нижнее значение 0,85 1,00 0,93
Верхнее значение 1,03 1,16 1,07
Погрешность, % 8,2% 8,7% 6,9%

Сравнение данных таблиц 3 и 4 показывает без-
условную эффективность процедур моделирования 
процессов с использованием допускового множе-
ства решений. Данный вывод согласуется с резуль-
татами С.П. Шарого [2, 6] и полностью оправдывает 
метод сильного согласования. Однако следует учиты-
вать, что в ряде задач идентификации процессов не-
обходимо выполнение условия принадлежности ис-
тинных значений параметров процесса допусковому 
множеству решений. Заметим, что прямая проверка 
этого включения встречает существенные трудности. 
Сходная проблема возникает при оценке информаци-
онного множества в задачах моделирования процес-
сов при неправильных наблюдениях [7, с. 53].

Рассмотрим формально по аналогии с вышеизло-
женным свойства управляемого множества решений 
ИСЛАУ для данных таблицы 2 и заданных предель-

ных значений погрешностей. Следует отметить, что при-
меры использования множества ( )ctlΞ A,b  в задачах 
моделирования процессов авторам неизвестны.

Как и следовало ожидать, это множество для рас-
сматриваемой таблицы измерений является пустым. 
Поступая зеркально схеме исследования множества 

( )tolΞ A,b , зададим 5Bε =  с дополнительным коэф-
фициентом сжатия размаха вектора b, равным 0,6 
( 0,6Bk = ), и получим ИСЛАУ с подходящими свой-
ствами. Ее исследование для 15 вариантов выборок 
с независимыми ошибками измерений показало, 
что в 11 вариантах управляемое множество не пусто 
и содержит точку (1, 1, 1) ; в четырех вариантах 
оно не пусто, но необходимое для корректности мо-
дели условие ( )d

ctlx ∈Ξ A,b  не выполнено.
Для одного из первой группы вариантов приведем 

решение задач (8):

                      , 1 , 1 , 1 , 1 , 1ˆ ˆ ˆ ˆ119,1; 160,9; 0.5( ) 140; 14.7%H N V N C N H N V NB B B B B+ + + + += = = + = ∆ = .                         (13)

Как видим, эти данные с учетом точности их вы-
числения совпадают с (12), как и оценки погрешно-
стей с использованием визуальных методов прогно-
зирования. 

Равнозначность по эффективности моделирова-
ния процессов показывают оценки параметров ба-

лансового уравнения, полученные как характери-
стика бруса, содержащего управляемое множество 
решений (таблица 5). Мы считаем различия данных 
таблиц 4 и 5 несущественными, поскольку задание 
управляемого множества решений оказалось более 
свободным. 

Таблица 5 
Оценки управляемого множества решений ИСЛАУ

Оценки ( )ctlΞ A,b
Индекс параметров 

1i = 2i = 3i =
Нижнее значение 0,87 0,83 0,89
Верхнее значение 1,16 1,17 1,14
Погрешность, % 14,6% 16,8% 12,4%

Следует отметить, что результаты вычислительного 
эксперимента показывают, что в данном случае полез-
ность итоговых интервальных оценок для практики яв-
ляется низкой в силу как значительных ошибок, так и до-
минирования результатов визуального анализа. Это 
обстоятельство вызвано тем, что все погрешности хао-

тичны, а при анализе данных не учитывается априор-
ная информация. Реально для рассматриваемого при-
мера в качестве такой информации могут выступать, 
во-первых, множество 0X , содержащее точку dx ,  во-
вторых, оценки интервалов прибыли корпорации, по-
лученные с учетом прогноза прибыли предприятий.
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Выполнено исследование множеств решения 
ИСЛАУ, в которой интервалы правой части получены 
на основе балансового уравнения. Как и следовало 
ожидать, допусковое и управляемое множества реше-
ний ИСЛАУ не пусто и одноэлементное, т.е. содержит 
одну точку (1, 1, 1)dx = . Характеристика объединен-
ного множества решений качественно соответствует 
таблице 3. Прогнозные значения выходной перемен-
ной соответствуют результатам визуального анализа 
данных. Данный пример не имеет прикладной ценно-
сти и носит чисто теоретический характер.

Заключение
Рассмотрены задачи моделирования процессов 

по экспериментальным данным с интервальными 
ошибками измерения как входных, так и выходной 
переменных. При статистическом подходе математи-
ческое моделирование процессов выполняется мето-
дами конфлюэнтного анализа. 

Для процесса без внутренних шумов в условиях 
правильных наблюдений методами вычислительного 

эксперимента проведено качественное сравнение точ-
ностей прогнозирования выходной переменной и оце-
нивания коэффициентов линейной связи для трех 
множеств решений ИСЛАУ: объединенного, допуско-
вого и управляемого. 

При решении задачи интервального анализа 
коэффициентов линейной зависимости подтверж-
дена эффективность использования принципа 
сильного согласования С.П. Шарого [2, 6] при ус-
ловии корректной оценки их истинных значений 
(в статистических методах определяется понятия-
ми несмещенности и состоятельности). В процессе 
исследования затронуты проблемы интервального 
анализа зависимых измерений (измерений, в ко-
торых ошибки взаимно зависимы), учтена апри-
орная информации при записи ИСЛАУ и поис-
ке ее решения.

Полученные результаты позволяют уточнить ме-
тодические подходы применения теоретических ре-
зультатов ИСЛАУ в задачах анализа данных и мате-
матического моделирования реальных процессов.
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