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Исследованию (псевдо)римановых многооб-
разий Эйнштейна, локально симметрических,
Риччи параллельных и конформно плоских мно-
гообразий посвящены работы многих математи-
ков. Все эти многообразия, как частные случаи,
содержатся в классе (псевдо)римановых многооб-
разий с тривиальным тензором Схоутена — Вей-
ля.

В случае малой размерности для изучения
однородных (псевдо)римановых многообразий с
тривиальным тензором Схоутена — Вейля воз-
можно применять системы компьютерной мате-
матики, т.к. все инвариантные тензорные поля
выражаются через структурные константы ал-
гебры Ли группы изометрий и компоненты мет-
рического тензора. Ключевым шагом к реше-
нию проблемы классификации однородных (псев-
до)римановых многообразий с нулевым тензором
Схоутена — Вейля является последовательное
рассмотрение всех возможных типов Сегре опе-
ратора Риччи.

Целью работы является разработка математи-
ческой модели, а также компьютерной програм-
мы для изучения и классификации однородных
(псевдо)римановых многообразий с нулевым тен-
зором Схоутена — Вейля конечных размерностей.
Приведен пример, показывающий основные шаги
разработанного алгоритма.

Ключевые слова: (псевдо)римановое многообра-
зие, тензор Схоутена — Вейля, тип Сегре, системы
компьютерной математики.

DOI 10.14258/izvasu(2018)1-18

Papers of many mathematicians are devoted to
the investigation of (pseudo)Riemannian Einstein
manifolds, locally symmetric, Ricci parallel and
conformally flat manifolds. All these manifolds
(as special cases) are contained in the class
of (pseudo)Riemannian manifolds with trivial
Schouten — Weyl tensor.

In the case of low dimension, it is possible to
apply computer mathematics systems for studying
the homogeneous (pseudo)Riemannian manifolds
with trivial Schouten — Weyl tensor, since all
invariant tensor fields are expressed in terms
of Lie algebra structure constants of isometry
group and the components of the metric tensor.
A key step to solving the problem of classifying
homogeneous (pseudo)Riemannian manifolds with
the zero Schouten — Weyl tensor is a sequential
consideration of all possible Segre types of the Ricci
operator.

This study is aimed at developing a
mathematical model, as well as a computer
program for studying and classifying the
homogeneous (pseudo)Riemannian manifolds with
zero Schouten — Weyl tensors of finite dimensions.
Also, this paper contains an example that shows the
basic steps of the developed algorithm.

Key words: (pseudo)Riemannian manifold,
Schouten — Weyl tensor, Segre type, systems
of computer mathematics.

1. Введение, определения и постановка
задачи. (Псевдо)римановы многообразия с ну-
левым тензором Схоутена — Вейля исследова-

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант: № 16–
01–00336A).

лись многими математиками. В частности, дан-
ный класс многообразий содержит многообразия
Эйнштейна (r = λg) и их прямые произведения,
локально симметричные пространства (∇R = 0),
Риччи параллельные многообразия (∇r = 0)
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и конформно плоские многообразия (W = 0) (см.,
например, [1]). Заметим также, что в случае
многообразий постоянной скалярной кривизны
класс многообразий с нулевым тензором Схоуте-
на — Вейля содержится в классе эйнштейново-
подобных многообразий в смысле А. Грея [2].

В случае однородных многообразий известны
некоторые результаты для многообразий малой
размерности. Например, Дж. Кальварузо и А. За-
ем классифицировали левоинвариантные псевдо-
римановые метрики Эйнштейна, конформно плос-
кие метрики и метрики с параллельным тензо-
ром Риччи на четырехмерных группах Ли [3–5].
Кроме того, А. Заем и А. Гаджи-Бадали клас-
сифицировали эйнштейново-подобные псевдори-
мановы 4-многообразия с нетривиальной группой
изотропии [6]. Также была получена классифика-
ция четырехмерных групп Ли с левоинвариант-
ной (псевдо)римановой метрикой и нулевым тен-
зором Схоутена — Вейля [7].

В римановом случае Д.С. Воронов, Е.Д. Ро-
дионов, В.В. Славский и О.П. Хромова получили
классификацию четырехмерных групп Ли с нуле-
вой дивергенцией тензора Вейля [8–10].

Тензор Схоутена — Вейля SW (псев-
до)риманова многообразия (M, g) размерности
n � 3 определяется формулой:

SW (X,Y, Z) = ∇ZA(X,Y )−∇Y A(X,Z),

где A = 1
n−2

(
r − sg

2(n−1)

)
— тензор одномерной

кривизны (тензор Схоутена), s — скалярная кри-
визна. Если n � 4, то тензор Схоутена — Вейля
связан с дивергенцией тензора Вейля через урав-
нение [1]:

SW = −(n− 3) divW.

Если скалярная кривизна является константой, то
следующие условия эквивалентны

SW = 0 ⇔ ∇Zr(X,Y ) = ∇Y r(X,Z). (1)

Следуя стандартной терминологии (см., на-
пример, [3, 11]), определим тип Сегре самосопря-
женного оператора, который записывается между
скобок { } и обозначает размеры клеток Жордана
в разложении матрицы оператора. Круглые скоб-
ки группируют вместе различные блоки, соответ-
ствующие одному собственному значению. В та-
ком случае тип Сегре называется вырожденным.

Ключевым шагом к решению проблемы клас-
сификации однородных (псевдо)римановых мно-
гообразий с нулевым тензором Схоутена — Вей-
ля является последовательное рассмотрение всех
возможных типов Сегре оператора Риччи. Напри-
мер, все возможные типы Сегре оператора Риччи
в четырехмерном случае приведены в таблице 1
(см., например, [3]).

Таблица 1
Возможные типы Сегре оператора Риччи

в четырехмерном случае.

Невыро-
жденные {1111} {112} {22} {13} {4}

Выро-
жденные

{11(11)} {1(12)} {(22)} {(13)} —
{(11)(11)} {(11)2}
{1(111)} {(112)}
{(1111)}

Невыро-
жденные {1111} {211} {22} {1111}
Выро-

жденные {(11)11} — — {(1111)}

Если размерность однородного (псевдо)рима-
нова пространства достаточно мала, то для изу-
чения однородных (псевдо)римановых многообра-
зий с нулевым тензором Схоутена — Вейля ста-
новится возможным применить системы символь-
ных вычислений.

Пусть (M = G/H, g) — однородное (псевдо)ри-
маново многообразие размерности m. Обозначим
через g алгебру Ли группы G, через h — подал-
гебру изотропии, а через m = g/h (необязательно
редуктивное) — дополнение к h в g.

Пара (g, h) однозначно определяет представ-
ление изотропии ψ : h → gl (m) правилом
ψX (Y ) = [X,Y ]m. Инвариантной (псевдо)римано-
вой метрике на G/H соответствует невырожден-
ная билинейная форма g на m такая, что

(ψX)
t · g + g · ψX = 0, ∀X ∈ h, (2)

где (ψX)
t — транспонированная матрица. Эта

форма однозначно определяет связность Ле-
ви — Чивита ∇ : g → gl (m) правилом

∇X (Ym) =
1

2
[X,Y ]m + v (X,Y ) ,

где отображение v : g× g → m определяется фор-
мулой

2g (v (X,Y ) , Zm) =

= g (Xm, [Z, Y ]m) + g (Ym, [Z,X]m) .

Тензору кривизны связности ∇ соответствует
отображение R : m×m → gl (m) такое, что

R (X,Y ) = [∇Y ,∇X ] +∇[X,Y ].

Тензор Риччи r определяется формулой

r (X,Y ) = tr (Z �→ R (X,Z)Y ) .

2. Основной алгоритм. Пусть, как и ра-
нее, (M = G/H, g) — однородное (псевдо)римано-
во многообразие размерности m, g — алгебра Ли
группы G, h — подалгебра изотропии, m = g/h —
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(необязательно редуктивное) дополнение к h в g,
h = dim h.

Пусть {e1, e2, . . . , eh, u1, u2, . . . , um} — базис g,
где {ei} и {ui} базисы h и m соответственно. По-
ложим

[ui, uj ]m = ckijuk, [ui, uj ]h = Ck
ijek,

[hi, uj ]m = c̄kijuk,

где ckij , Ck
ij и c̄kij — массивы соответствующих раз-

меров.
Первым шагом вычислим представление изо-

тропии ψ на базисных векторах h:

(ψi)
k
j = (ψ (ei))

k
j = c̄kij ,

и запишем систему уравнений (2).
Далее, с помощью уже известных структурных

констант и матрицы метрического тензора, най-
дем компоненты связности Леви — Чивита ∇:

Γk
ij =

1

2

(
ckij + gskclsjgil + gskclsigjl

)
,

Γ̄k
ij =

1

2
c̄kij −

1

2
gsk c̄lisgjl :

где ∇ui
uj = Γk

ijuk, ∇hi
uj = Γ̄k

ijuk и
{
gij

}
— мат-

рица, обратная к матрице {gij}.
Следующим шагом является вычисление ком-

понент тензора кривизны R и тензора Риччи r:

Rijks =
(
Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk + Cl

ijΓ̄
p
lk

)
gps,

rik = Rijksg
js.

Далее находятся компоненты ковариантной
производной тензора Риччи

rij,k = rsjΓ
s
ki + risΓ

s
kj ,

и выписывается система уравнений (1):
rij,k = rik,j , которая дополняется системой (2) и
условием выполнения тождества Якоби. Получен-
ная система решается относительно структурных
констант алгебры Ли.

Отметим, что подобные математические моде-
ли для метрических групп Ли приводились в ра-
ботах [12, 13], а для однородных (псевдо)римано-
вых пространств — в работах [3, 7, 14]. Также за-
метим, что алгоритм, предлагаемый в данной ра-
боте, отличается от техники использования обоб-
щенных базисов Милнора (см. [15–19]).

3. Пример вычислений. В качестве при-
мера рассмотрим четырехмерную метрическую
алгебру Ли, оператор Риччи которой имеет
тип Сегре {13}. Тогда в метрической алгебре Ли
существует базис {e1, e2, e3, e4} такой, что метри-
ческий тензор g и тензор Риччи r имеют следую-
щий вид (см. [20])

r =



ε1ρ1 0 0 0
0 0 0 ε2ρ2
0 0 ε2ρ2 ε2
0 ε2ρ2 ε2 0


 , (3)

g =



ε1 0 0 0
0 0 0 ε2
0 0 ε2 0
0 ε2 0 0


 ,

где ρ1 �= ρ2 и εi = ±1.
Так как в данном случае подалгебра изотропии

тривиальна, уравнение (2) выполняется для любо-
го метрического тензора. Система уравнений (1)
в данном случае будет иметь вид

(
(ρ1 − ρ2)C

1
13 − C1

12

)
ε1 = 0, C3

23ε2 = 0,(
(ρ1 − ρ2)C

1
14 − C1

13

)
ε1 = 0, C4

23ε2 = 0,

(ρ1 − ρ2)C
1
23ε1 − C4

12ε2 = 0, C4
24ε2 = 0,(

C2
23 + C3

24 − 3C4
34

)
ε2 = 0, (ρ1 − ρ2)C

1
12ε1 = 0,(

C2
23 − 3C3

24 − C4
34

)
ε2 = 0, (ρ1 − ρ2)C

4
12ε2 = 0,(

C3
23 + C4

24

)
ε2 = 0,

(
C2

24 − 2C3
34

)
ε2 = 0,

(ρ1 − ρ2)
(
C3

12ε2 + C4
13ε2 − C1

23ε1
)
= 0,

2 (ρ1 − ρ2)C
1
24ε1 − C3

12ε2 − C4
13ε2 − C1

23ε1 = 0,

2 (ρ1 − ρ2)C
3
13ε2 + C3

12ε2 − 3C4
13ε2 − C1

23ε1 = 0,

2 (ρ1 − ρ2)C
2
14ε2 + C2

13ε2 − 3C3
14ε2 − C1

34ε1 = 0,

(ρ1 − ρ2)
(
C2

12ε2 + C4
14ε2 + C1

24ε1
)
− 2C3

12ε2 = 0,

(ρ1 − ρ2)
(
C3

12ε2 + C1
23ε1 + C4

13ε2
)
− 2C4

12ε2 = 0,

(ρ1 − ρ2)
(
C2

13ε2 + C3
14ε2 + C1

34ε1
)
− 2C4

14ε2 = 0,

2 (ρ1 − ρ2)C
1
34ε1 − 2C3

13ε2+C2
12ε2+

+C4
14ε2 − C1

24ε1 = 0,

(ρ1 − ρ2)
(
C2

12ε2 + C4
14ε2 − C1

24ε1
)
−C3

12ε2+

+C4
13ε2+C1

23ε1 = 0,

(ρ1 − ρ2)
(
C2

13ε2 + C3
14ε2 + C1

34ε1
)
+C2

12ε2−
−C4

14ε2 − C1
24ε1 − 2C3

13ε2 = 0.

Решая данную систему, получим

C1
12 = C4

24 = C3
23 = C4

12 = 0, C4
34 = 2C3

24 =
2

5
C2

23,

C4
23 = C1

23 = C1
14 = C1

13 = C1
24 = 0, C2

24 = 2C3
34,

C4
14 = − (ρ1 − ρ2)

(
(ρ1 − ρ2)C

2
14 − 2C3

14

)
,

C2
12 = −1

3
(ρ1 − ρ2)

(
(ρ1 − ρ2)C

2
14 + 2C2

13

)
,

C1
34 =

(
2 (ρ1 − ρ2)C

2
14 + C2

13 − 3C3
14

)
ε1ε2,

C3
13 =

2

3
(ρ1 − ρ2)

(
2 (ρ1 − ρ2)C

2
14 + C2

13 − 3C3
14

)
,

C4
13 =

1

3
(ρ1 − ρ2)

2 (
2 (ρ1 − ρ2)C

2
14 + C2

13 − 3C3
14

)
,

C3
12 = −1

3
(ρ1 − ρ2)

2 (
2 (ρ1 − ρ2)C

2
14 + C2

13 − C3
14

)
.

Накладывая на структурные константы условие
выполнения тождества Якоби, получаем

C2
13 = −2 (ρ1 − ρ2)C

2
14 + 3C3

14,

C2
23 = 0, C3

34 = 0, C2
34 = 0,

что противоречит виду тензора Риччи (3).
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Таким образом справедлива
Теорема. Оператор Риччи четырехмерной мет-
рической группы Ли с тривиальным тензором
Схоутена — Вейля не может иметь тип Сегре
{13}.

4. Заключение. В результате проведен-
ных исследований построена математическая мо-
дель, которая позволяет получить полную класси-
фикацию четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с тривиальным
тензором Схоутена — Вейля.
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