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Рассматривается проблема достижения равнове-
сия Нэша на рынке олигополии фирмами-олигопо-
листами, действующими по Штакельбергу, с приме-
нением рефлексивных повторяющихся игр и моделей 
динамики коллективного поведения. Олигополисты, 
основываясь на наблюдении за текущей ценой товара 
и собственных размышлениях о наилучшем собствен-
ном действии с учетом наилучших откликов осталь-
ных фирм, при повторении игры уточняют по модели 
коллективного поведения свои объемы выпуска, делая 
шаги в направлении текущего оптимального выпуска. 
Развитие динамики может направляться правилами 
игры на величины шагов. В нашем случае рефлек-
сивной игры длины шагов могут меняться во вре-
мени, но фирмы в каждый момент времени должны 
следовать политике единой длины шага. В классе ли-
нейных функций спроса и издержек олигополистов 
получены необходимые и достаточные условия схо-
димости динамик в дискретном времени к равнове-
сию Нэша. Динамики сходятся при любых первона-
чальных значениях выпуска и цены. Перспективными 
представляются исследования сходимости динамик, 
в которых каждая фирма может придерживаться сво-
ей собственной политики выбора величины шага, от-
личной от политики других фирм.

Ключевые слова: олигополия, поведение по Штакель-
бергу, равновесие по Нэшу, рефлексивные игры, коллек-
тивное поведение, текущие цены, уточнение выпусков, 
сходимость динамики. 

The problem of achieving Nash equilibrium 
in the oligopoly market with oligopolistic firms that 
acted on Stackelberg using reflexive repetitive games and 
models of collective behavior dynamics is considered. 
Oligopolists observe the product current price and use 
their own reflections on what actions should produce 
the best response from remaining firms. They repeat 
the game and clarify output using collective behavior 
models, making steps towards the current optimal release. 
The development of the dynamics can be directed by rules 
of the game with the step size. In case of reflexive games, 
step sizes can change over time, but firms at each time 
point must follow a unified policy of the same step size. 
The necessary and sufficient conditions for the convergence 
of dynamics in discrete time to the Nash equilibrium are 
obtained in the class of linear demand and cost functions 
of oligopolists. Dynamics converge for any initial output 
and price. Studies of the convergence dynamics when each 
firm may follow its own independent policy of step size 
choice are seemed to be prospective.

Key words: oligopoly, Stackelberg behavior, Nash equilib-
rium, reflexive games, collective behavior, current prices, 
clarifying output, dynamic convergence.

На конкурентном олигопольном рынке каждая 
из рациональных фирм, желая увеличить собствен-
ную прибыль, стремится стать лидером. Лидерские 
амбиции обязывают их правильно прогнозировать 
поведение и выбор конкурентов. Однако, наблюдая 
текущее состояние рынка, одна, несколько или все 
фирмы могут убедиться в том, что из-за неправильно-

го прогноза их текущие объемы выпуска продукции 
не являются оптимальными. Естественно, что у них 
возникает желание уточнить свои будущие объемы 
выпуска так, чтобы они были оптимальным ответом 
на действия конкурентов. Если это удастся сделать 
всем фирмам, то олигополия придет в так называе-
мое состояние неравновесия по Штакельбергу, соот-
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ветствующее истинным (оптимальным относительно 
выбора конкурентов) выпускам фирм. Это состояние 
будет также равновесием по Нэшу, т.е. фирмы не бу-
дут заинтересованы, чтобы в одиночку изменить его, 
хотя существует доминирующее над ним состояние 
равновесия по Курно, в котором фирмы получают 
больше прибыли (см., например, [1–4]). 

Работа посвящена построению и исследованию 
в рамках классической модели олигополии траек-
торий уточнения фирмами своих выпусков, кото-
рые бы гарантированно приводили к неравновесию 
по Штакельбергу. Теоретической основой для этого 
являются теория рефлексивных игр (см., например, 
[3, 4]) и теория коллективного поведения (см., на-
пример, [5–7]). Теоретико-игровой подход и теория 
коллективного поведения дополняют друг друга тем, 
что в условиях неполной информированности аген-
тов и неадекватности предсказаний действий конку-
рентов рефлексивные игры позволяют использовать 
процессы коллективного поведения и результаты раз-
мышлений игроков, приводящие к равновесию Нэша. 
Основным результатом работы являются необходи-
мые и достаточные условия сходимости траекторий, 
основанных на процессах коллективного поведения.

Чтобы успешно конкурировать с другими участ-
никами олигополии, фирмы-агенты должны уметь 
прогнозировать действия своих конкурентов (осу-
ществлять рефлексию). Поэтому математические 
исследования, направленные на повышение адек-
ватности таких прогнозов, являются актуальными 
для современных рынков.

В отличие от классического поведения 
по Штакельбергу, когда лидер делает ход первым, здесь 
выбор реальных действий всеми фирмами осущест-
вляется синхронно (одновременно). Однако предвари-
тельно каждая фирма играет с фантомными агентами 
на основе эмпатии, т.е. следуя логике рефлексивного ре-
агирования по Штакельбергу, размышляет о наилучшем 
собственном действии с учетом наилучших откликов 
остальных фирм на рынке. Подобный прием обоснован 
и использован, например, в [4, 7–9]. В [4] достижение не-
равновесия по Штакельбергу изучается в условиях не-
правильного (итеративно уточняемого) представления 
фирм о предельных издержках других олигополистов. 
В [9] получены условия равновесия по Нэшу при асим-
метричной информированности агентов с нелинейны-
ми функциями издержек для случая нескольких лиде-
ров. В [10] на модели олигополии показано, что метод 
рефлексивного разбиения множества агентов в моделях 
коллективного поведения при определенном диапазо-
не начальных действий агентов позволяет реализовать 
равновесные по Нэшу уровни выпуска путем введения 
агентов различных рангов рефлексии. Возможности из-
менения правил поведения, или ранга рефлексии аген-
тов, приводящих к равновесию с использованием ди-
намических имитационных моделей в непрерывном 

времени, обсуждается в [11]. В [12] с применением ме-
тода численного моделирования обсуждаются условия 
сходимости процессов рефлексии с различным поряд-
ком ходов. В целом в аналитической форме условия схо-
димости динамик коллективного рефлексивного пове-
дения преимущественно изучены для случая дуополии.

Цель работы — показать, что на олигопольном рын-
ке, состоящем только из ведущих агентов, последние, 
основываясь на наблюдении за текущей ценой товара 
и оставаясь неизменными в своих неверных исходных 
предположениях о поведении конкурентов, могут в ди-
намике уточнять собственный выпуск так, чтобы при-
вести рынок в неравновесие по Штакельбергу.

Базовая модель олигополии
На рынке присутствует n  фирм-агентов, конку-

рирующих объемами выпуска однородной продук-
ции. Каждый агент продает произведенный им вы-
пуск iq  по единой рыночной цене ( ),p Q  которая 

определяется общим объемом выпуска 
1

.n
ii

Q q
=

=∑  

Фирмы рациональны, и их действия направлены 
на максимизацию собственной прибыли [4, 7, 8, 12]:

   ( ( ), ) ( ) ( ) max, 1, , .
i

i i i i i q
p Q q p Q q q i nφΠ = − → = …   (1)

Цена ( )p Q  и полные издержки фирм ( )i iqφ  зада-
ны линейными функциями:

                         ( ) ,p Q a bQ= −
          
             ( ) , 1, , ,i i i i iq c q d i nφ = + = …                       (2)

где ,a b  — параметры спроса; ,i ic d  — предельные и по-
стоянные издержки фирм. 

Кооперация фирм друг с другом и ограничения 
мощности отсутствуют. Полагается, что весь выпуск 
будет реализован. Оптимальный объем выпуска на-

ходится из условия 0,i

iq
∂Π =∂  что с учетом (2) дает 

,
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 где обозначено .i j
j i

Q q−
≠

=∑

Адаптивная динамика и условия ее сходимости 
в модели олигополии, в которой все агенты — 
ведущие 

Полагаем, что все фирмы действуют по Штакельбергу, 
т. е. каждая фирма считает, что остальные действуют 
по Курно. Тогда для всех агентов будут выполнены ус-
ловия [4, 7, 8, 12]

                 1, 1, , .i

i

Q n i n
q n
−∂ −
=− =

∂
…                     (3)
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В теории рефлексивных игр вектор 1 2( , , , ),nq q q…  
компоненты которого соответствуют правильным 
представлениям каждого агента, понимается как ис-
тинное информационное неравновесие (или просто 
неравновесие) по Штакельбергу (см., например, [3, 4]). 
Ниже обозначим верхним индексом "( )"S  показате-
ли рынка для неравновесия по Штакельбергу.

В состоянии истинного информационного нерав-
новесия для каждого агента справедливы соотношения 

                        ( ) ( )( ).S S
i ic bq n p Q+ =                         (4)

Справедливо также и обратное: если для век-
тора действий (q1,q2, ...,qn) агентов выполняется си-
стема равенств (4), то он является неравновесным 
по Штакельбергу. Этот факт следует из того, что диф-
ференцирование (4) по qi приводит к равенству (3).

Таким образом, по системе равенств (4) можно су-
дить, является ли вектор действий (q1,q2, ...,qn) нерав-
новесным по Штакельбергу.

Итеративный процесс для нахождения неравно-
весия состоит из следующих этапов.

1. Агенты, наблюдая в текущем периоде t цену то-
вара 1 ,tp −  которая сложилась в предыдущем ( 1)t− -м 
периоде, и полагая, что и в текущем периоде все аген-
ты выберут те же действия, как и в предыдущем пе-
риоде, рассчитывают с учетом выполнения условия 
(4) свой текущий оптимальный выпуск 1t

ix −  

            ( )1 1 11 1 .t t t
i i ibx n p bq c− − −+ = + −                  (5)

2. Агенты изменяют свой выпуск за предыдущий 
( 1)t− -й период, делая от него шаг по направлению 
к текущему оптимальному выпуску 1t

ix −  по формуле

       1 1 1( ), 1, , ,t t t t t
i i i iq q x q i nγ− − −= + − = …             (6)

где [0;1]tγ ∈  — параметры, определяющие величины 
шагов.

3. Аукционер по текущему выпуску агентов фор-
мирует рыночную цену товара .t tp a bQ= −

Затем процесс повторяется с п. 1.
Перейдем к выводу условий сходимости этого 

процесса. 
Из формул (2), (5) и (6) имеем 

       1 1 11 .
1

t
t t t ti
i i i

a cnq q Q q
n b n
γ− − −
 −  = + − −  +  

          (7)

После суммирования (7) по индексу i для t-го 
и ( 1)t− -го периодов получаем 

     
2

1 1

1

1 ,
1

t n
t t ti

i

a cn nQ Q Q
n b n
γ− −

=

 − +  = + −  +  
∑

   
1 2

1 2 2

1

1 .
1

t n
t t ti

i

a cn nQ Q Q
n b n
γ −− − −

=

 − +  = + −  +  
∑      (8)

Умножим левую и правую часть первого выраже-
ния на 1 ,tγ −  а второго — на ,tγ  исключив случай ра-
венства параметров нулю. Затем вычитаем одно по-
лученное выражение из другого и преобразуем их 
разность к виду 

( )
2

1 1 1 2
1

11 .
1

t
t t t t t

t

nQ Q Q Q
n

γ
γ

γ
− − − −

−

 +  − = − −   + 
     (9)

Или

    ( )
21

1 1 0
1

1

11 .
1

t t
t t t

t

nQ Q Q Q
n

γ
γ

γ

−
−

=

 +  − = − −   + 
∏    (10)

Здесь 0Q  — первоначальный общий объем выпу-
ска. Сходимость 1 0t tQ Q −− →  будет иметь место, 
если 0tγ →  либо начиная с некоторого t будет вы-

полняться неравенство 
2 11 1,

1
t n

n
γ

+
− <

+
 т.е. 

          2

2( 1)0, min 1, ( 1).
1

t n n
n

γ
  +   ∈ >     +   

             (11)

Теперь покажем, что для каждого агента времен-
ная последовательность { }tiq  сходится и ее предел 

является ситуацией неравновесия по Штакельбергу. 
По (8) и (10) имеем

 ( )
2 21

1 1 0
1

11

1 1 11 .
1 1

n t
t ti

ti

a cn n nQ Q Q
n b n n

γ
γ

−
−

==

   − + +   − = − −     + +   
∑ ∏  

Поэтому при условии (11) имеем 

1

1

1 0
n

ti

i

a c n Q
b n

−

=

− +
− →∑  и, следовательно, 

( )
2

1

lim ,
( 1)

n
S t i

t
i

a cnQ Q
bn b→∞

=

−
= =

+ ∑  где выражение 

справа определяет неравновесный по Штакельбергу 
общий выпуск агентов ( ) .SQ  

Далее с учетом (7) для t-го и ( 1)t− -го периодов 
получаем

              ( ) ( )
1

1 1 2 1 2
1 1 .

1 1

t t t
t t t t t t
i i i it

nq q q q Q Q
n n

γ γ γ
γ

−
− − − − −

−

  − = − − − −   + + 
                                          (12)
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Поэтому при выполнении условия (11) из последнего выражения имеем: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1 1 2 1 2

1

1 11
1 2 1 0

1 1
1

lim lim 1 lim
1 1

lim 1 lim 1 0.
1 1

t t t
t t t t t t
i i i itt t t

t t t tt
t t
i i i itt t

t

nq q q q Q Q
n n

q q q q
n n

γ γ γ
γ

γ γ γ γ
γ γ

−
− − − − −

−→∞ →∞ →∞

− −−
− −

−→∞ →∞
=

  − = − − − − =   + + 
      = − − = − − =     + +   

∏
Из формул (7) и (12) 

( ) ( )
1

1 2 1 2 1 1
1

1 11 .
1 1 1

t
t t t t t ti
i i it

a cn nq q Q Q Q q
n n n b n
γ

γ

−
− − − − − −

−

   −   − − − − = − −     + + +   

Откуда следует, что 

1 1 ( ) 11 1lim lim 0,t t S ti i
i it t

a c a c
Q q Q q

b n b n
− − −

→∞ →∞

 − − − − = − − =   
 ( ) 1 ( )lim .S t Si

i it

a c
q q n Q

b
−

→∞

 −  = = −   

Здесь ( )S
iq  — неравновесный по Штакельбергу вы-

пуск i-го агента.
Допустим, условие (11) не выполняется. Тогда 

по (10) последовательность { }1t tQ Q −−  расходящая-

ся, а из (8) следует, что расходится и последователь-
ность { }1 .tQ −  

Итак, доказано следующее утверждение.
Утверждение 
В модели олигополии с линейными функциями спро-

са и издержек агентов, в которой все агенты веду-
щие, для того чтобы итеративный процесс (5)–(6) 
сходился к неравновесию по Штакельбергу, необходи-
мо и достаточно, начиная с некоторого t, выполне-
ние условия: 

(0,1tγ ∈   при 1, 2n=  и 2

2( 1)0,
1

t n
n

γ
 + ∈   +

 при 2.

Обсуждение и выводы 
1. Может иметь место альтернативный вариант 

итеративного процесса, когда агенты наблюдают 
не цену, а текущий суммарный выпуск всех агентов. 
Тогда п. 3 процесса может отсутствовать, а каждый 
агент рассчитывает в п. 1 цену самостоятельно, по-
лагая, что формулу и параметры цены a, b он зна-
ет точно. 

2. Для итеративных игровых процессов Брауном 
предложена политика выбора шага ,tγ  исходящая 
из принципа равного вклада в формируемую страте-
гию t

iq  оптимальных ответов t
ix  и опыта, накоплен-

ного в t сыгранных партиях. Тогда 1
1

t

t t
γ
γ
=

−
 

или 1 .
1

t

t
γ =

+
 Для этой политики выполнено усло-

вие доказанного утверждения и 0.tγ →  Поэтому про-
цесс Брауна сходится к равновесию. 

3. В (10) может для некоторого t∗  иметь место 

2

1 .
1

t n
n

γ
∗ +
=

+
 Тогда при t t∗>  будет 1t tQ Q −=  и по (8) 

1 ( )
2

1

,
1

n
t S i

i

a cnQ Q
bn

−

=

−
= =

+ ∑  и в (6) в качестве теку-

щего положения цели 1t
ix −  в процессе будет всегда вы-

ступать его истинное значение ( ) .S
iq  Поскольку 

( )( ) 1 ( ) 0 ( )(1 )( ) ( ) 1 ,t S t t S S t
i i i i i iq q q q q qγ γ− = − − = − −∏  

то процесс сходится ( 0
iq  — первоначальный объем 

выпуска i-го агента).
4. В условиях доказанного утверждения процесс 

(5)–(6) сходится при любых первоначальных значе-
ниях выпуска и цены.

5. Представляются перспективными исследования 
таких процессов, в которых каждый игрок может при-
держиваться своей собственной политики выбора ве-
личины шага ,t

iγ  отличной от политики других аген-
тов. Для таких процессов вряд ли возможны общие 
аналитические выводы даже для олигополии с линей-
ными функциями затрат и спроса, хотя вполне продук-
тивным может являться метод численного или имита-
ционного моделирования. Представляет также интерес 
получение аналитических выражений условий сходи-
мости для некоторых частных случаев процессов, учи-
тывающих определенный содержательный смысл в том, 
почему в конкретном периоде тот или иной агент вы-
бирает именно такой, а не другой шаг. 
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