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Исследование течений электропроводящей
жидкости в магнитном поле становится актуаль-
ным по мере реализации планов строительства
исследовательских и промышленных термоядер-
ных реакторов. Такие установки содержат боль-
шое количество узлов сложной формы, в которых
жидкие металлы движутся в присутствии магнит-
ных полей. Эксперименты в этой области очень
затратны, поэтому большая роль в исследователь-
ских и проектных работах отводится численному
моделированию. Авторами рассмотрено течение
вязкой электропроводящей жидкости в трубе,
изогнутой под углом в девяносто градусов. Жид-
кость протекает по трубе под действием градиента
давления, магнитное поле направлено параллель-
но входному патрубку. Для моделирования тече-
ния использовался МГД-решатель, построенный
на спектрально-элементной библиотеке Nektar++.
Спектрально-элементный метод сочетает высо-
кую точность спектральных и пространствен-
ную гибкость конечно-элементных методов. В на-
стоящее время спектрально-элементные методы
активно разрабатываются. Авторы обнаружили
вторичные стационарные режимы магнитогидро-
динамического течения, которые отличаются от
случая без магнитного поля: во входном патруб-
ке образуется вихрь или противоток жидкости,
тогда как отрыв потока в выходном патрубке по-
давляется магнитным полем.
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The study of electrically conductive fluid
flow in a magnetic field becomes relevant when
plans for construction of research and industrial
thermonuclear reactors are implemented. Such
facilities contain a large number of complex shape
pipes, in which liquid metals move in the presence of
magnetic fields. Real life experiments are costly, so a
large role in research and design is given to numerical
modeling. The authors consider the flow of a viscous
electrically conductive liquid within a 90 degree bent
pipe. The liquid flows through the pipe under the
action of a pressure gradient, the magnetic field is
directed parallel to the inlet branch of the channel.
The MHD solver based on the Nektar++ spectral/hp
library is used for flow simulation. The spectral/hp
method includes high accuracy of spectral methods
and spatial flexibility of finite-element methods.
At the present time, spectral-element methods
are actively developed. In the paper, secondary
stationary modes of magnetohydrodynamic flow are
revealed to be different from the case without the
magnetic field: a vortex or counterflow of liquid is
formed in the inlet branch of a channel, while the
flow separation in the outlet branch is suppressed by
the magnetic field.

Key words: magnetohydrodynamics, bend pipe,
spectral/hp element method.

Введение. Исследование течений электропро-
водящей вязкой жидкости в магнитном поле ста-
новится актуальным по мере реализации планов
строительства термоядерных реакторов, которые
охлаждаются жидкими металлами. Эксперимен-
ты в этой области очень затратны, поэтому боль-

шая роль в проектных работах отводится матема-
тическому моделированию, в том числе с исполь-
зованием суперкомпьютеров. Такие численные ис-
следования тоже достаточно сложны и даже для
хорошо изученных задач могут приводить к но-
вым интересным результатам [1].
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Рис. 1. Изогнутый канал

Одной из часто встречающихся конфигураций
течения является изогнутая труба, как показано
на рисунке 1. Между областями границы «inflow»
и «outflow», через одну из которых жидкость по-
ступает в канал, а через другую – вытекает, дей-
ствует постоянный градиент давления. Введена
прямоугльная система координат с осями x, y.
Магнитное поле направлено вдоль оси y. Без маг-
нитного поля такая конфигурация хорошо иссле-
дована (см., например, работы [2, 3] и библио-
графию в них). Детальное исследование течений
электропроводящих жикостей в таких типовых
конфигурациях представляет значительный инте-
рес для проектирования жидкометаллических ап-
паратов и является предметом современных ис-
следований по всему миру.

Постановка задачи. Запишем уравнения
Навье-Стокса, следуя, например, [4, 5],

∂v

∂t
+ (v∇)v = −1

ρ
∇p+ ν∆v + F (v,H),

divv = 0,

(1)

где v – скорость, p – давление; ν – вязкость; ρ –
плотность; F – магнитная сила; H – напряжен-
ность внешнего магнитного поля.

Закон Ома имеет форму

j = σ (−∇ϕ+ v ×H) , (2)

где j – плотность электрического тока; ϕ – элек-
трический потенциал; σ – электропроводность.
Используя закон сохранения заряда divj = 0,
можно вывести уравнение для электрического по-
тенциала

∆ϕ = ∇(v ×H). (3)

Система (1) может быть записана в виде

∂v

∂t
+ (v∇)v =

= −∇p+
1

Re
∆v+N (−∇ϕ+ v ×H)×H,

divv = 0,

∆ϕ = ∇(v ×H),

(4)

где Re = L0V0

ν – число Рейнольдса; N =
σH2

0L0

ρV0
–

число Стюарта; L0, V0, H0 – масштаб длины, ско-
рости и магнитного поля. Представление (4) на-
зывают приближением слабо электропроводящей
жидкости. Эта система широко используется в ис-
следованиях потоков жидких металлов, адекват-
ность модели обсуждается, например, в работе [6],
где сделаны соответствующие ссылки.

Граничные условия для скорости на твердой
стенке имеют вид

v = 0. (5)

Граничные условия для электрического потенциа-
ла на идеально-электропроводящей стенке имеют
вид

ϕ = const, (6)

а на непроводящей стенке

∂ϕ

∂n
= 0. (7)

Численный метод. В промышленной вычис-
лительной гидродинамике большую роль игра-
ют методы низкого порядка точности, реализо-
ванные, например, программными комплексами
Ansys, OpenFoam и др. Эти методы построены на
разбиении вычислительной области на небольшие
участки, на которых решение приближенно пред-
ставляется полиномами малых степеней. Для та-
кого подхода характерно медленное увеличение
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Рис. 2. Линии тока при увеличении магнитного поля

точности вычислений при уменьшении шага узлов
вычислительной сетки и большая геометрическая
гибкость. В противоположность методам низко-
го порядка, методы высокого порядка (спектраль-
ные методы) приближенно представляют реше-
ние в виде комбинации полиномов произвольных
степеней, при увеличении этих степеней точность
растет намного быстрее, чем при уменьшении ша-
га узлов сетки для методов первой группы. Тра-
диционные спектральные методы пока примени-
мы лишь для областей простой формы вроде пря-
моугольников, треугольников, кругов. Сейчас ак-
тивно развивается спектрально-элементный ме-
тод [7], который является комбинацией этих двух
подходов.

В данной работе использовался МГД-
решатель, построенный на спектрально-
элементной библиотеке Nektar++ [8, 9].
В основе МГД-решателя лежит решатель
IncNavierStokesSolver для несжимаемой вязкой
жидкости из этой библиотеки. Вопросы точности
и сходимости рассмотрены в [10].

IncNavierStokesSolver использует числен-
ную схему с коррекцией скорости [11]. Введем вре-
менную сетку t0, t1, . . . , tn−1, tn, tn+1. Используя
разностную схему первого порядка, можно опре-
делить первую промежуточную скорость ṽ при
помощи уравнения

ṽ − vn

δt
= − (vn∇)vn + F n+

+N vn × (−∇ϕn + vn ×H) , (8)

где F – сила, действующая на жидкость, кото-
рую Nektar++ позволяет задать на этом шаге.
Электрический потенциал находится из уравне-
ния ∆ϕn = ∇(vn ×H), после чего можно рассчи-
тать магнитные силы. Определим вторую проме-
жуточную скорость как

ˆ̃v − ṽ

δt
= −∇pn+1. (9)

Уравнение Пуассона для давления

∆pn+1 = ∇
(
ṽ

δt

)
(10)

выводится при использовании divˆ̃v = 0. Таким
образом, на этом шаге приближенно выполняет-
ся условие соленоидальности скорости. Гранич-
ные условия для давления ставятся в [11]. На по-
следнем шаге схемы решается уравнение

(
∆− Re

δt

)
vn+1 = −Re

δt
ṽ +Re∇pn+1, (11)

которое позволяет определить скорость vn+1 в
следующий момент времени tn+1.
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Рис. 3. Профили скорости на входе в канал

Результаты вычислений. Для того, чтобы
произвести вычисления, зададим масштаб дли-
ны – половину ширины канала, масштаб скоро-
сти V0 = 1 см

c , внешнее магнитное поле так-
же положим равным 1 Э. Зададим вязкость так,
чтобы число Рейнольдса стало 100. В области
outflow зададим значение давления 0, а в области
inflow – от 1 до 15.
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Стационарное течение находили путем инте-
грирования нестационарной задачи по времени до
момента установления постоянной скорости. Рас-
четная сетка приведена на рисунке 1, порядок ап-
проксимации равен 10. Время интегрирования и
порядок аппроскимации подбирались так, чтобы
погрешность скорости была не более 10−4. Стенки
приняты изолирующими.

На рисунке 2 приведены линии тока при сле-
дующих параметрах: N = 1, P = 1(a), N = 2.5,
P = 15(b), N = 5, P = 5 (c). В первом слу-
чае наблюдается ламинарное течение. Во втором
случае в левой части канала присутствует неболь-
шой вихрь. В случае течения непроводящей жид-
кости такой вихрь, связанный с отрывом течения
от стенки, может образовываться после поворо-
та в зоне отрыва. В третьем случае в левой ча-
сти подводящего канала наблюдается противоте-
чение.

На рисунке 3 приведены профили скорости на
входе в канал при N = 0.25, N = 2.5, N = 7.5,
во всех случаях P = 5. Профиль течения су-
щественно зависит от величины магнитных сил.
В случае малого магнитного параметра N про-

филь скорости почти параболический. При увели-
чении N профиль теряет симметричность за счет
уменьшения скорости в левой части, а при даль-
нейшем увеличении магнитного параметра возни-
кает противоточное течение. Максимальная ве-
личина такого противотока – 6% от максималь-
ной положительной скорости. Это значение со-
ответствует общепринятой величине погрешности
5% для инженерных гидродинамических расче-
тов, которой часто руководствуются, когда зада-
ют величину элементов расчетной сетки для стан-
дартных программных комплексов. Спектрально-
элементный метод позволяет проводить рутинные
расчеты с намного более высокой точностью, что
в рассмотренном в статье примере позволило об-
наружить интересный эффект образования вих-
рей и противотока.

Заключение. В работе обнаружены интерес-
ные режимы течения в изогнутой под углом де-
вяносто градусов трубе. По-видимому, магнитное
поле стабилизирует течение в выводном патрубке,
и вихри образуются в начальной части канала до
изгиба. Также в этой области канала наблюдается
противотечение.
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