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Рассматривается математическая модель изо-
термической внутренней эрозии без учета дефор-
мации пористой среды. При достижении опре-
деленной величины скорости фильтрации проис-
ходит вынос частиц грунта из области течения.
В качестве математической модели используют-
ся уравнения сохранения массы для воды, по-
движных твердых частиц и неподвижного по-
ристого скелета, а также закон Дарси для во-
ды и подвижных твердых частиц и соотноше-
ние для интенсивности суффозионного потока.
В пункте 1 дается постановка задачи и проводится
преобразование системы уравнений. В результа-
те преобразований для насыщенности водной фа-
зы возникает вырождающееся на решении парабо-
лическое уравнение для давления эллиптическое
уравнение и уравнение первого порядка для по-
ристости грунта. Имеется аналогия с классиче-
ской моделью Маскета – Леверетта. В пункте 2
предложен алгоритм численного решения двумер-
ной начально-краевой задачи внутренней эрозии
грунта. В пункте 3 представлены результаты чис-
ленного решения задачи. Найдена область, наибо-
лее подверженная внутренней суффозии.

Ключевые слова: многофазная фильтрация, по-
ристая среда, суффозия, фазовый переход, насы-
щенность.
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In this paper mathematical model of isothermal
internal erosion without deformation of porous
medium is studied. Removal of soil particles from
flow occurs at a certain magnitude of velocity of
filtration. Equations of mass conservation of water,
moving solids and stationary porous skeleton along
with Darcy’s law for water and moving solid particles
and equation for the intensity of suffusion aquifer
were used as the mathematical model of the problem.
Formulation of the problem and development of
the system of equations are described in section 1.
The results are parabolic equation with extinction
of solution, elliptical equation for pressure and
equation of the first order for the porosity of the
soil. There is analogy with the classical Masket-
Leverett model. Algorithm of numerical solution of
two-dimensional initial boundary value problem of
internal soil erosion proposed in section 2. The results
of numerical investigation of the problem presented
in section 3. We found the region of most susceptible
to internal suffosion.

Key words: multiphase flow, porous medium,
suffusion, phase transition, saturation.

1. Постановка задачи. Проблемы, свя-
занные с эрозией почвогрунтов, широко исследу-
ются на протяжении последнего столетия. Дан-
ный процесс имеет большое значение при реше-
нии прикладных задач в сельском хозяйстве: ир-
ригация и дренаж сельскохозяйственных полей
[1] и процесс внутренней эрозии, сопутствующий
канальному орошению почвогрунтов [2]. Процесс

∗Работа выполнена при финансовой поддержке грантов
РФФИ №16-08-00291 и №17-41-220314.

эрозии необходимо учитывать в исследованиях,
связанных с прогнозом распространения загряз-
нений, фильтрацией вблизи водохранилищ и дру-
гих гидротехнических сооружений [3–5]. Более то-
го, аналогичные проблемы, связанные с процес-
сом эрозии грунта, возникают и в других обла-
стях, включая добычу нефти и газа [6].

Эрозия почв отрицательно влияет практиче-
ски на все отрасли сельскохозяйственного произ-
водства. Наряду со снижением плодородия почв,
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уменьшением урожая культур и другими вредны-
ми воздействиями на сельскохозяйственное про-
изводство эрозия значительно ухудшает условия
функционирования сельскохозяйственных машин
и агрегатов при выполнении ими технологических
работ. Это проявляется в снижении производи-
тельности работы сельскохозяйственной техники
на склонах, расчлененных промоинами и оврага-
ми, в ухудшении качества полевых работ, увели-
чении износа машин [1,2].

В данной работе рассматриваются процессы
фильтрации воды в верхних слоях почвогрунтов
и внутренней суффозии. Почвогрунт моделиру-
ется как трехфазная сплошная пористая среда.
Поры полностью заполнены смесью воды (i =
1) и подвижных твердых частиц (i = 2). Доля
пор в грунте (i = 3) определяется пористостью
φ = (V1 + V2)/V , где V = V1 + V2 + V3 – общий
объем грунта, V1, V2, V3 – соответственно объе-
мы воды, подвижных твердых частиц и скелета
грунта.

Следуя работе [7], в двумерном случае обезраз-
меренная система уравнений, описывающая про-
цесс внутренней эрозии, имеет вид

φ
∂s

∂t
= ∇ · (a∇s+ b�v + �F ), (1)

∇ · (K∇p+ �f) = 0, (2)

∂φ

∂t
= I, (3)

где I – интенсивность фазового перехода (суффо-
зионный поток); s = V1/(V1+V2), s2 = V2/(V1+V2)
– концентрации воды (насыщенность) и подвиж-
ных твердых частиц в порах; ρ01, ρ

0
2, ρ

0
3 – истин-

ные плотности воды, подвижных твердых частиц
грунта и скелета грунта; ∇ = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ) – опера-

тор градиента; �v = (vx, vy) – суммарная скорость
фильтрации, p – приведенное давление. В рас-
сматриваемом случае ρ03 = ρ02, так как подвижные
частицы захватываются суффозионным потоком
из грунта. Коэффициенты уравнения имеют вид:

a(s, ϕ) = −K0
k̄01k̄02

µk̄01 + k̄02

∂pc
∂s

, b(s) =
k̄02

µk̄01 + k̄02
;

vx = vx
xsc

tsc
= vx1 + vx2, vy = vy

xsc

tsc
= vy1 + vy2;

vx1 = −K0k̄01(
∂p1
∂x

− gx);

vx2 = −K0
k̄02
µ

(
∂p2
∂x

− ρ02
ρ01

gx);

vy1 = −K0k̄01(
∂p1
∂x

− gy);

vy2 = −K0
k̄02
µ

(
∂p2
∂x

− ρ02
ρ01

gy);

Fx = K0gx
k̄01k̄02(

ρ0
2

ρ0
1
− 1)

µk̄01 + k̄02
;

K0 =
Bpsctsc
x2
scµ1

ϕ3, Fy = K0gy
k̄01k̄02(

ρ0
2

ρ0
1
− 1)

µk̄01 + k̄02
,

fx = −K0(k̄01 +
ρ02µ1

ρ01µ2
k̄02)gx, K = K0k,

k = k̄01 +
µ1

µ2
k̄02, fy = −K0(k̄01 +

ρ02µ1

ρ01µ2
k̄02)gy.

I =

{
λ(1− φ)(1− s)φ(|v1| − |vk|), |v1| ≥ |vk|;
0, |v1| < |vk|.

λ = λ̂xsc, vk = vk
xsc

tsc
, |v1| =

√
v2x1 + v2y1.

Здесь tsc, xsc, psc =
ρ0
1x

2
sc

t2sc
, vsc = xsc

tsc
– размер-

ные постоянные; λ̂ – размерный эмпирический ко-
эффициент (отвечает за суффозионную устойчи-
вость почвогрунта), а µ = µ2

µ1
.

2. Алгоритм численного решения за-
дачи. Введем сетку с распределенными узла-
ми xi = ih1, yj = jh2, tn = nτ ; i =
0, ..., N1, j = 0, ..., N2 n = 0, ..., T , h1, h2

- шаг по пространственным координатам, τ
- шаг по времени, итерационный параметр
ωα =

√
δα∆α, δα = 4

h2
α
sin2(πhα

2lα
), ∆α =

4
h2
α
cos2(πhα

2lα
), α = 1, 2; l1 и l2 длина и ширина

области соответственно, N1, N2-число разбиений
l1 и l2.

Уравнения (1) и (2) решаем методом перемен-
ных направлений [8]. Разностная схема имеет сле-
дующий вид:

ω1pn+ 1
2
− Λ1pn+ 1

2
= ω1pn − Λ2pn + ψ; (4)

ω2pn+1 − Λ2pn+1 = ω2pn+ 1
2
− Λ1pn+ 1

2
+ ψ; (5)

Λ1p = Kn
i+ 1

2 ,j

p
n+ 1

2
i+1,j − p

n+ 1
2

i,j

h2
1

−Kn
i− 1

2 ,j

p
n+ 1

2
i,j − p

n+ 1
2

i−1,j

h2
1

;

Λ2p = Kn
i,j+ 1

2

pni,j+1 − pni,j
h2
2

−Kn
i,j− 1

2

pni,j − pni,j−1

h2
2

;

ψ = fxφi,j
φn
i+1,j − φn

i−1,j

2h1
+ fxsi,j

sni+1,j − sni−1,j

2h1
+
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+fyφi,j
φn
i,j+1 − φn

i,j−1

2h2
+ fysi,j

sni,j+1 − sni,j−1

2h2
.

При аппроксимации уравнения (1) использует-
ся направленная разность для конвективного сла-
гаемого.

φn
i,j

s
n+ 1

2
i,j − sni,j

τ
= Γ1sn+ 1

2
+ Γ2sn + η − sni,j

φn+1
i,j − φn

i,j

τ
; (6)

φn
i,j

sn+1
i,j − s

n+ 1
2

i,j

τ
= Γ2sn+1 + Γ1sn+ 1

2
+ (7)

+η − s
n+ 1

2
i,j

φn+1
i,j − φn

i,j

τ
;

Γ1s = ani+ 1
2 ,j

s
n+ 1

2
i+1,j − s

n+ 1
2

i,j

h2
1

− ani− 1
2 ,j

s
n+ 1

2
i,j − s

n+ 1
2

i−1,j

h2
1

+

+
ξ1xs

n+ 1
2

i+1,j − 2|Gn
xi,j |s

n+ 1
2

i,j + ξ2xs
n+ 1

2
i−1,j

2h1
,

ξ1x =, |Gn
xi,j |+Gn

xi,j ξ2x = |Gn
xi,j | −Gn

xi,j ;

Γ2s = ani,j+ 1
2

sni,j+1 − sni,j
h2
2

− ani,j− 1
2

sni,j − sni,j−1

h2
2

+

+
ξ1ys

n
i,j+1 − 2(|Gn

yi,j |)sni,j + ξ2ys
n
i,j−1

2h2
;

ξ1y = |Gn
yi,j |+Gn

yi,j , ξ2y = |Gn
yi,j | −Gn

yi,j ;

η = Fn
xφi,j

φn
i+1,j − φn

i−1,j

2h1
+ Fn

yφi,j

φn
i,j+1 − φn

i,j−1

2h2
.

Уравнение 3 аппроксимируется (неявной) схе-
мой Рунге – Кутта второго порядка точности.
Причем найденное на первом этапе значение φ̃n+1

i,j

φ̃n+1
i,j = φn

i,j + τIni,j (8)

затем уточняется следующим образом:

φn+1
i,j = φn

i,j + τ
I(φn

i,j , s
n
i,j) + I(φ̃n

i,j , s
n
i,j)

2
. (9)

Здесь i = 1, ..., N1−1,j = 1, ..., N2−1, τ = 1, ..., T −
1,

an± 1
2 ,j

=
2K0(φ

n
±1,j)a(s

n
i±1,j)K0(φ

n
i,j)a(s

n
i,j)

K0(φn
i±1,j)a(s

n
i±1,j) +K0(φn

i,j)a(s
n
i,j)

;

ani,j± 1
2
=

2K0(φ
n
i,j±1)a(s

n
i,j±1)K0(φ

n
i,j)a(s

n
i,j)

K0(φn
i,j±1)a(s

n
i,j±1) +K0(φn

i,j)a(s
n
i,j)

;

Fn
xφi,j =

∂Fx

∂φ
(sni,j , φ

n
i,j), Fn

yφi,j =
∂Fy

∂φ
(sni,j , φ

n
i,j);

fn
xφi,j =

∂fx
∂φ

(sni,j , φ
n
i,j), fn

yφi,j =
∂fy
∂φ

(sni,j , φ
n
i,j);

fn
xsi,j =

∂fx
∂s

(sni,j , φ
n
i,j), fn

ysi,j =
∂fy
∂s

(sni,j , φ
n
i,j);

Gn
xi,j =

∂Fx

∂s
(sni,j , φ

n
i,j) + vx(tn)

∂b

∂s
(sni,j);

Gn
yi,j =

∂Fy

∂s
(sni,j , φ

n
i,j) + vy(tn)

∂b

∂s
(sni,j);

Kn
i± 1

2 ,j
=

2K(φn
i±1,j , s

n
i±1,j)K(φn

i,j , s
n
i,j)

K(φn
i±1,j , s

n
i±1,j) +K(φn

i,j , s
n
i,j)

;

Kn
i,j± 1

2
=

2K(φn
i,j±1, s

n
i,j±1)K(φn

i,j , s
n
i,j)

K(φn
i,j±1, s

n
i,j±1) +K(φn

i,j , s
n
i,j)

;

Ini,j =




λ(1− φn
i,j)(1− sni,j)φ

n
i,j(|vn1i,j | − |vk|),

|vn1i,j | ≥ |vk|;
0, |vn1i,j | < |vk|.

vn1i,j =
√
(vnx1i,j)

2 + (vny1i,j)
2.

Алгоритм численного решения начально-
краевой задачи следующий: используя начальное
значение пористости φ0

i,j и концентрации s0i,j
находим начальное распределение приведенного
давления p0i,j (i = 0, ..., N1; j = 0, ..., N2), решив
систему разностных уравнений (4) и (5) методом
переменных направлений. Используя найденное
давление, определяем скорости фильтрации
воды и подвижных частиц грунта v01i,j и v02i,j .
Из равенства (8) находим пористость грунта
φ̃1
i,j на следующем шаге по времени. Находим

концентрацию воды s1i,j , решив систему разност-
ных уравнений (6) и (7) методом переменных
направлений, используя найденные давления и
пористость.

Рис. 1. Изменение пористости грунта
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Рассчитываем давление на следующем шаге по
времени (n = 1). Используя найденные значения
искомых функций φ̃1

i,j , s1i,j , p0i,j , p1i,j , корректиру-
ем значения пористости на первом шаге по вре-
мени, используя формулу (9). Повторяя данный
алгоритм для следующих шагов по времени, най-
дем значения искомых функций на всем времен-
ном интервале.

3. Результаты численных расчетов. На
поверхносте грунта поддерживается слой воды
глубиной hводы, достаточной для возникновения
суффозионного процесса. Предпологается, что на
нижней границе рассматриваемой области суфо-
зионный процесс не происходит, так как скорость
воды меньше критической скорости, необходимой
для возникновения суффозионного процесса.

Начальные и граничные условия задачи имеют
вид

s(x, y, 0) = 1,
∂s

∂y
(0, y, t) = 0

∂s

∂y
(l1, y, t) = 0;

∂s

∂x
(x, 0, t) = 0 s(x, l2, t) = 1;

∂p

∂y
(0, y, t) = 0

∂p

∂y
(l1, y, t) = 0;

∂p

∂x
(x, 0, t) = 0 p(x, l2, t) = hводыρ10g;

φ(x, y, 0) =

{
1, x <= hводы;
0.3, x > hводы.

В численных расчетах использовался следую-
щий набор модельных параметров [9]:

ρ01 = 1000 кг/м3
; ρ02 = 1440 кг/м3

;

B = 0.00001 м2; g = 9.8 м/c2, vk = 0;

µ1 = 0.001787 кг/мc; µ2 = 0.003574 кг/мc.

На рисункe представлен график изменения по-
ристости грунта при x = 0.5. С течением вре-
мени выделяется область, где почва размывается
полностью (φ = 1) (см. рис.). Численное решение
одномерной задачи фильтрации грунтовых вод с
учетом суффозионных процессов получено в ра-
боте [10].

Заключение. В работе дан краткий литера-
турный обзор моделей внутренней эрозии почвы.
Предложен алгоритм численного решения дву-
мерной задачи фильтрации воды в верхних сло-
ях почвогрунта с учетом внутренней суффозии и
проведены тестовые численные расчеты. Найдена
область, наиболее подверженная внутренней суф-
фозии.

Авторы статьи признательны А.А. Папину и
C.C. Кузикову за обсуждение задачи и конструк-
тивные замечания.
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