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Рассматривается математическая модель изо-
термической внутренней эрозии в пороупругой
среде. При достижении определенной величины
скорости фильтрации происходит вынос частиц
грунта из области течения. В качестве матема-
тической модели используются уравнения сохра-
нения массы и закон Дарси для воды, воздуха
и подвижных твердых частиц. Движение твердо-
го скелета моделируется уравнением сохранения
массы с учетом фазового перехода «твердый ске-
лет – подвижные частицы», законом сохранения
импульса системы в целом и уравнением для эф-
фективного давления и пористости в форме рео-
логического закона типа Максвела. Дается поста-
новка задачи и краткий обзор моделей внутренней
суффозии, описаны гипотезы, которые определя-
ют интенсивность фазового перехода. Проводится
преобразование возникшей системы уравнений со-
ставного типа. В результате преобразований для
насыщенности водной фазы возникает вырожда-
ющееся на решении параболическое уравнение,
для специальным образом подобранного «приве-
денного давления» – эллиптическое уравнение и
уравнения первого порядка для пористости и ско-
рости грунта. Имеется аналогия с классической
моделью Маскета – Леверетта двухфазной филь-
трации.

Ключевые слова: многофазная фильтрация, по-
роупругая среда, суффозия, фазовый переход, на-
сыщенность, эффективное давление.
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In this paper, a mathematical model of
isothermal internal erosion in a poroelastic medium
is considered. Removal of moving solid particles
from a flow region happens after achieving a
certain value of a filtration rate. The equations
of mass conservation and Darcy law for water,
air and moving solids are taken as constitutive
equations of the mathematical model. The motion
of the solid skeleton is modeled by the equation
of mass conservation with "solid skeleton-moving
particles"phase transition, the law of momentum
conservation for the entire system, and an equation
for effective pressure and porosity in the form of
Maxwell’s rheological law. In section 1, a statement
of the problem is given and a brief review of
internal suffusion models is presented. In section 2,
the hypotheses determining intensity of the phase
transition are described. In section 3, development of
the composite type system is discussed. A degenerate
parabolic equation for the saturation of water
phase, an elliptic equation for a so-called "reduced
pressure and a first-order equation for the porosity
and velocity of soil are the development results. It
is shown that there is a similarity with the classical
Musket-Leverett model of two-phase filtration.

Key words: multiphase flow, poroelastic medium,
suffusion, phase transition, saturation, effective
pressure.

1. Постановка задачи. Изучаются мате-
матические вопросы моделирования процессов на-
порной фильтрации подземных вод и внутрен-
ней суффозии. Грунт рассматривается как мно-
гофазная сплошная пористая среда. Поры пол-
ностью заполнены смесью воды (i = 1), воздуха
(i = 2) и подвижных твердых частиц (i = 3). До-
ля пор в грунте (i = 4) определяется пористостью

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
РФФИ № 17-41-220314.

φ = (V1 +V2 ++V3)/V , где V = V1 +V2 +V3 ++V3

– общий объем грунта, V1, V2, V3, V4 – соответ-
ственно объемы воды, воздуха, подвижных твер-
дых частиц и скелета грунта.

Уравнения сохранения массы для каждой из
фаз с учетом фазового перехода имеют вид [1, 2]

∂ρi
∂t

+∇ · (ρi�ui) = 0, i = 1, 2; (1)

∂ρ3
∂t

+∇ · (ρ3�u3) = ṁ, (2)
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∂ρ4
∂t

+∇ · (ρ4�u4) = −ṁ, (3)

где ṁ – интенсивность фазового перехода (суф-
фозионный поток); �u1, �u2, �u3, , �u4 – соответствен-
но истинные скорости воды, воздуха, подвижных
твердых частиц грунта и скелета грунта; ρ1 =
φs1ρ

0
1, ρ2 = φs2ρ

0
2, ρ3 = φs3ρ

0
3, ρ4 = (1−φ)ρ04 – при-

веденные плотности воды, воздуха, подвижных
твердых частиц грунта и скелета; s1 = V1/(V1 +
V2 + V3), s2 = V2/(V1 + V2 + V3), s3 = V3/(V1 +
V2 + V3), – концентрации воды (насыщенность),
воздуха и подвижных твердых частиц в порах
(s1 + s2 + s3 = 1); ρ01, ρ02, ρ03, ρ04 – истинные плот-
ности воды, воздуха, подвижных твердых частиц
грунта и скелета грунта; ∇ =

(
∂

∂x1
, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)
–

оператор градиента, x = (x1, x2, x3). В рассмат-
риваемом случае ρ03 = ρ04, так как подвижные
частицы захватываются суффозионным потоком
из грунта.

Уравнения сохранения импульса для воды и
подвижных твердых частиц грунта берем в ви-
де [3–6]

siφ(�ui − �u4) = −K0(φ)
k0i
µi

(�pi + ρ0i�g), i = 1, 2, 3;

(4)
p3 − p1 = P1(s1, s2), p2 − p3 = P2(s1, s2).

Здесь K0(φ) – симметрический тензор фильтра-
ции пористой среды; k0i – относительные фазовые
проницаемости (k0i = k0i(si) ≥ 0, k0i|si=0 = 0,
0 ≤ si ≤ 1); µi – коэффициенты динамической
вязкости; �g – ускорение силы тяжести; pi – давле-
ния фаз, P1, P2 – заданные функции.

Система уравнений (1)–(4) относительно ха-
рактеристик �ui, pi и si несмешивающихся жидко-
стей, движущихся в недеформируемой пористой
среде, в изотермическом случае (температура в
потоке постоянна) замыкается либо предположе-
нием о несжимаемости жидкостей, т.е. ρ0i = const,
либо условием ρ0i = ρ0i (pi).

Пример 1. Пусть s2 = 0, s = s1, тогда 1−s = s3.
Разность фазовых давлений удовлетворяет соот-
ношению вида [7]

p3 − p1 = pc(s, x) ≥ 0, (5)

где pc – заданная функция обладающая свойства-
ми [8, 9]

pc(x, s) = p0(x)j(s), p0(x) > 0, j(s) ≥ 0;

j(0) = 0, j(1) = 1,
∂j

∂s
< 0;

Система (1)–(4), (5) в случае неподвижного грун-
та (�u4 = 0) и постоянных истинных плотностей
ρ0i сводится к эллиптико-параболической системе
и уравнению кинетики вида [10, 11, 12]

∂sφ

∂t
= ∇ · (K0a� s− b�v + �F );

∇ · �v = 0;

ρ03
∂(1− φ)

∂t
= −ṁ;

−�v = K0(φ)k(s)� p+ �f.

Здесь искомыми являются функции s, p, φ и �v;
функции a, b, �F , k, ṁ, �f – заданные функции.

Принципиальным моментом является учет
сжимаемости пористой среды. Следуя [13–15], до-
полним систему (1)–(4) реологическим уравнени-
ем для пористости и условием равновесия "систе-
мы в целом":

∇ · �u4 = − 1

ξ(φ)
pe − βt(φ)(

∂pe
∂t

+ �u4 · ∇pe); (6)

∇·((1−φ)η(
∂�u4

∂�x
+(

∂�u4

∂�x
)∗))−∇ptot+ρtot�g = 0, (7)

где pe = ptot − pf – эффективное давление; ptot =
φpf+(1−φ)ps – общее давление; pf = s1p1+s2p2+
s3p3, ps = p4 – соответственно давления жидкой и
твердой фаз; ρtot = (1−φ)ρ04+φ(s1ρ

0
1+s2ρ

0
2+s3ρ

0
4)

– общая плотность; ξ(φ) и βt(φ) – коэффициен-
ты объемной вязкости и объемной сжимаемости
грунта есть заданные функции (модельные зави-
симости: 1

ξ(φ) = φm/ν, βt(φ) = φbβφ, где b = 1/2,
m ∈ [0, 2], n = 3, µ, ν, βφ – положительные пара-
метры пороупругой среды [13, 14]).

Система (1)–(7) записана в эйлеровых коорди-
натах �x ∈ R3, t ∈ [0, T ]. Истинные плотности ρ0i

принимаются постоянными. Поскольку
3∑

i=1

si = 1,

то неизвестными являются 19 скалярных вели-
чин: s1, s2, s3, φ, p1, p2, p3, p4, 3 �u1, 3 �u2, 3 �u3, 3 �u4.
Для их определения служат также 19 скалярных
уравнений: четыре уравнения неразрывности (1) -
(3), девять уравнений закона Дарси (4), два урав-
нения для скачка давлений, реологическое соот-
ношение (6), три уравнения равновесия (7).

2. Интенсивность фазового перехода.
На основе обработки экспериментальных данных
были предложены различные формулы для ин-
тенсивности фазового перехода. В работе [2]

ṁer = ρ03λ(1− φ)s3||�v3||. (8)

где λ – определяемая экспериментально функция
(отвечает за устойчивость грунта суффозионному
воздействию); �v3 = φs3(�u3 − �u4) – поток подвиж-
ных частиц грунта.

Обобщение формулы (8) предложено в серии
работ [2, 5, 16]

ṁ = ṁer − ṁdep, (9)

где ṁer поток твердых частиц (процесс суффо-
зии), ṁdep поток осевших твердых частиц (про-
цесс кольматации).
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Для определения ṁdep в работе [2] предлагает-
ся использовать соотношение

ṁdep = ρ03λ(1− φ)
s23
scr

||�v3||. (10)

Здесь scr – критическое значение концентрации
подвижных твердых частиц грунта при достиже-
нии которой (s3 = scr) процессы суффозии и коль-
матации уравновешивают друг друга. Подставив
(8) и (10) в (9), получим соотношение [2]

ṁ = ρ03λ(1− φ)φ(s3 −
s23
scr

)||�v3||.

В работе [17] проведен анализ эксперименталь-
ных данных, из которого следует, что суффозион-
ный процесс начинается после достижения скоро-
стью фильтрации критического значения vk. Так-
же из обработки результатов экспериментов полу-
чено соотношение для определения критической
скорости фильтрации воды

vk = 4.2φ 9
√

gν7
1

3

√
37.21νK0

φg

,

где ν – кинематический коэффициент вязкости
воды; g – модуль ускорения силы тяжести.

В работе [16] для ṁ используется зависимость

ṁ =

{
λρ03(1− φ)s3φ|�v3 − �vk|, |�v3| ≥ |�vk|
0, |�v3| < |�vk|.

В работах S. Bonelli (см. например, [18, с. 187])
движение воды, подвижных частиц и отрыв ча-
стиц от скелета моделируется на основе подхо-
дов, развитых в задачах с неизвестной границей.
Вода и подвижные частицы грунта рассматрива-
ются как однородная смесь (несжимаемая вяз-
кая жидкость со стандартной реологией), кото-
рая движется со скоростью �u и имеет плотность
ρ = φρ01+(1−φ)ρ03. Неизвестная граница Γ между
областями, занятыми смесью и твердым скелетом,
определяется из уравнения переноса вида

∂ψ

∂t
+ �c · ∇ψ = 0,

где функция ψ имеет следующие свойства: ψ = 0
на Γ, ψ > 0 в твердом скелете, а в области филь-
трации ψ < 0; �c = cΓ�n, �n – вектор нормали к
границе Γ. Скорость движения последней равна

cΓ =

{
kd(τ − τc), τ ≥ τc;
0, τ < τc,

где kd – коэффициент пропорциональности; τ– мо-
дуль касательного напряжения

τ =
√

(T�n)2 − (�nT�n)2,

τc – критическое значение касательного напряже-
ния при достижении которого начинается суффо-
зионный процесс.

Тензор напряжений и тензор скоростей дефор-
мации имеют вид

T = −PI + 2µwD(�u);

D(�u) =
1

2
(��u+ (��u)T ).

В данном подходе интенсивность фазового пере-
хода определяется формулой

ṁ = ρ(cΓ − �u · �n).

В работе [10] рассматривалось двухфазное те-
чение (вода (i = 1), подвижные частицы (i = 2),
s1 + s2 = 1) и использовалось следующее соотно-
шение для определения суффозионного потока

ṁ = δ(s)R(φ)max{|�v1| − vk, 0}. (11)

Здесь

δ(s) =




0, s ≥ 1;
1− s, 0 < s < 1;
1, s ≤ 0.

R(φ) =




1, φ ≥ 1;
φ(1− φ), 0 < s < 1;
0, φ ≤ 0.

Пример 2. Пусть s2 = 0, s = s1, тогда 1−s = s3.
Для простоты изложения рассмотрим двухфазное
течение воды (i = 1), подвижных частиц (i = 2) в
деформируемом скелете (i = 3) при наличии (5) и
при постоянных истинных плотностях.

Преобразуем систему (1)–(7) [19]. Поделив
уравнения (1)–(4) на истинные плотности и сло-
жив полученные равенства, получим соотношение

∇ · (φ(s1�u1 + s2�u2) + (1− φ)�u3) = 0,

которое приводится к виду

∇ · (φs1(�u1 − �u3) + φs2(�u2 − �u3) + �u3) = 0.

Положим

�v = φs1(�u1 − �u3) + φs2(�u2 − �u3), k0i =
k0i
µi

.

Используя (4) и (5), получим следующее пред-
ставление для �v

−�v = K0(φ)(k01(�p1 + ρ01�g)+

+k02(�(p1 + pc) + ρ02�g)) =

= K0(φ)k(s)� p+ �f,
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где "приведенное"давление p определяется равен-
ством

p = p1 −
1∫

s

k02(ξ)

k(ξ)

∂pc
∂ξ

dξ.

Здесь также введены обозначения:

k(s) = k01 + k02,

�f = K0(k02 �x pc + k

1∫

s

k02(ξ)

k(ξ)
�x

∂pc(ξ, x)

∂ξ
dξ+

+(k01ρ
0
1 + k02ρ

0
2)�g),

а символ �x применяется только по переменной
�x, входящей явно, например

�xpc(s, x) =

(
∂pc(s, x)

∂x1
,
∂pc(s, x)

∂x2
,
∂pc(s, x)

∂x3

)
.

Таким образом, справедливо равенство

∇ · �u3 = −∇ · �v = ∇ · (K0(φ)k(s)� p+ �f). (12)

С учетом введенного давления p для �v1 ≡
s1φ�u1 имеем

�v1 = s1φ(�u1 − �u3) + s1φ�u3 =

= −K0a� s−K0k01 � p− �f0 + s1φ�u3,

где

a = −k01k02
k

∂pc
∂s

,
∂pc
∂s

≤ 0,

�f0 = K0k01(

1∫

s

k02(ξ)

k(ξ)
�x

∂pc(ξ, x)

∂ξ
dξ + ρ01�g).

Тем самым уравнение неразрывности для первой
фазы можно представить в виде

∂φs1
∂t

−∇ · (K0a� s+K0k01 � p+ �f0) +

+∇ · (φs1�u3) = 0. (13)

Система (12), (13)служит для определения s, p
(при заданных φ, div�u3). Давления pe, ptot, pf и p
связаны равенствами:

pf ≡ s1p1 + s2p2 = p+Gc + s2pe,

Gc =

1∫

s

k02(ξ)

k(ξ)

∂pc
∂ξ

dξ, (14)

pe ≡ ptot − pf = ptot − p− (Gc + s2pc), (15)

ptot ≡ φpf + (1− φ)ps = φ(p+Gc + s2pc) +

+(1− φ)ps, (16)

С учетом ptot для pe получим

pe = (1− φ)(ps − p−Gc − s2pc). (17)

Формулы (14)–(17)дают представление pe, ptot,
pf через p. Обратная связь:

p = ptot − pe − (Gc + s2pc), (18)

или
−p =

1

1− φ
pe − ps + (Gc + s2pc). (19)

В силу (7) и (14) имеем

∇p = ρtot�g −∇pe −∇(Gc + s2pc).

С учетом (18), (19) для �v и �v1 получим

−�v = K0(φ)k(s)(ρtot�g −�pe −∇(Gc + s2pc)) + �f,

�v1 = −K0a� s− �f0 + s1φ�u3−
−K0k01 � (ρtot�g −∇pe −∇(Gc + s2pc)).

Наконец, ptot через pe выражается следующим об-
разом:

ptot = pc −
φ

1− φ
pe.

Уравнение (3) представим в виде

∂ ln(1− φ)

∂t
+�u3·∇ ln(1−φ) = −∇·�u3−

ṁ

ρ03(1− φ)
≡ Φ(�x, t),

(20)
φ|t=0 = φ0(�x)

и будем рассматривать относительно (1 − φ) при
заданном поле скоростей �u3 и ṁ. Характеристики
этого уравнения определяются задачей Коши

∂�y(τ, t, �x)

∂τ
= �u3(�y(τ, t, �x), τ), �y|τ=t = �x.

Если Φ(�x, t) – достаточно гладкая функ-
ция (например, Φ(�x, t) ∈ W 1,1

q (QT ), �u3(�x, t) ∈
W 2,1

q (QT ), q > n, φ0 ∈ [m0,M0], m0 > 0, M0 < 1,
∇φ0(�x) ∈ Lq(Ω)), то справедливо следующее пред-
ставление [20]:

(1− φ(�x, t)) = (1− φ0(�y(0, t, �x)))·

exp(

t∫

0

Φ(�y(τ, t, �x), τ)dτ).

Опишем схему решения системы (1)–(7). На
первом шаге зададим φ и �u3. Из системы (12), (13)
находим s, p; уравнение (6) при заданных φ и �u3

дает pe; из (14) находим pf , а из (15) – ptot; из
(16) определяем ps; на этом шаге вычисляется �v1
и, следовательно, ṁ. Второй шаг: из (20) по най-
денным ранее φ, ṁ вычисляем "новое"φ и ρtot, ptot
(со "старыми"pf , ps и "новым"φ) и находим из (7)
"новое"значение �u3. После этого процесс повторя-
ется.
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Заключение. В работе построена новая мо-
дель изотермического суффозионного выноса

твердых частиц с учетом пороупругих свойств
грунта.
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