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Изучение различных обобщений многообразий
Эйнштейна является актуальной задачей совре-
менной дифференциальной геометрии. Например,
изучению солитонов Риччи посвящены работы
многих математиков.

Множество важных результатов удается полу-
чить при изучении солитонов Риччи на однород-
ных (псевдо)римановых многообразиях (однород-
ные солитоны Риччи). В частности, в случае ри-
мановой метрики изучение однородных солитонов
Риччи сводится к исследованию алгебраических
солитонов Риччи.

В то же время, если размерность однородного
многообразия достаточно мала, то представляется
возможным использовать системы компьютерной
математики для изучения однородных и алгебра-
ических солитонов Риччи, что позволяет оптими-
зировать вычислительную часть исследования.

В данной работе приводится математическая
модель, позволяющая записать уравнение ал-
гебраического солитона Риччи на однородном
(псевдо)римановом многообразии через алгеб-
ру Ли группы изометрий и алгебру Ли подгруппы
изотропии. Данная математическая модель позво-
ляет получить полную классификацию алгебра-
ических солитонов Риччи на четырехмерных ло-
кально однородных (псевдо)римановых простран-
ствах.
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ний, однородные (псевдо)римановы многообразия,
алгебраические солитоны Риччи.
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The study of various generalizations of Einstein
manifolds is an actual problem of modern
differential geometry. For example, papers of many
mathematicians are devoted to studying Ricci
solitons. Many important results are obtained
by studying Ricci solitons in homogeneous
(pseudo)Riemannian manifolds (homogeneous Ricci
solitons). In particular, in the case of a Riemannian
metric, the study of homogeneous Ricci solitons
reduces to the study of the algebraic Ricci solitons.
At the same time, if the dimension of a homogeneous
manifold is sufficiently low, it is possible to
use computer mathematics systems for studying
homogeneous and algebraic Ricci solitons to optimize
the computational part of the study. In this paper,
we present a mathematical model that enables
the development of the equation of the algebraic
Ricci soliton in a homogeneous (pseudo)Riemannian
manifold through the Lie algebra of isometry
group and the Lie algebra of isotropy subgroup.
This mathematical model makes it possible to
obtain a complete classification of algebraic Ricci
solitons in four–dimensional locally homogeneous
(pseudo)Riemannian manifolds.

Key words: symbolic computation packages,
homogeneous (pseudo)Riemannian manifolds,
algebraic Ricci solitons.

1. Введение, определения и постановка
задачи. В последнее время изучаются различ-
ные обобщения многообразий Эйштейна, одним
из которых являются солитоны Риччи, впервые

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты:
№ 16–01–00336A, № 16–31–00048мол_а).

рассмотреные Р. Гамильтоном в работе [1].
Определение 1. (Псевдо)риманово многооб-

разие (M, g) называется солитоном Риччи, если
метрика g удовлетворяет уравнению

r = Λ · g + LXg, (1)
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где r — тензор Риччи, Λ ∈ R — константа, LXg —
производная Ли метрики g по направлению пол-
ного дифференцируемого векторного поля X.
(G/H, g) — однородное (псевдо)риманово про-
странство, удовлетворяющее (1), называется од-
нородным солитоном Риччи.

Изучению однородных солитонов Риччи
на группах Ли с левоинвариантной (псевдо)ри-
мановой метрикой посвящены работы многих
математиков. Например, в работах [2–4] рас-
сматриваются однородные солитоны Риччи
на группах Ли с левоинвариантной римановой
метрикой. Однородные солитоны Риччи на груп-
пах Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой
метрикой изучались в [5–9]. Локально однород-
ные (псевдо)римановы многообразия, которые
являются однородными инвариантными со-
литонами Риччи, исследованы в работе [10].
В случае однородных римановых пространств
изучение однородных солитонов Риччи сводит-
ся к исследованию алгебраических солитонов
Риччи (см. [11]).

Определение 2. Однородное (псевдо)рима-
ново многообразие (M = G/H, g) называется ал-
гебраическим солитоном Риччи, если в m = g/h
(где g и h алгебры Ли групп G и H соответствен-
но) выполняется уравнение

ρ = Λ · Id +Dm, (2)

где ρ : m → m — оператор Риччи; Λ ∈ R — кон-
станта; Id — тождественный оператор на m; Dm —
ограничение некоторого оператора дифференци-
рования D ∈ Der (g) на m.

Алгебраические солитоны Риччи были рас-
смотрены Х. Лауре. Им же было доказано,
что каждый алгебраический солитон Риччи
на группе Ли с левоинвариантной римановой
метрикой является однородным солитоном Рич-
чи (см. [12]). Позднее этот результат был обобщен
К. Онда на случай однородных (псевдо)римано-
вых многообразий (см. [13]).

Если размерность однородного (псевдо)рима-
нова пространства достаточно мала, то для изу-
чения алгебраических солитонов Риччи становит-
ся возможным применить системы символьных
вычислений. Целью данной работы является раз-
работка математической модели, а также ком-
пьютерной программы для изучения алгебраи-
ческих солитонов Риччи на однородных (псев-
до)римановых многообразиях конечных размер-
ностей.

Пусть (M = G/H, g) — однородное (псевдо)ри-
маново многообразие размерности m. Обозначим
через g алгебру Ли группы G, через h подалгебру
изотропии, а через m = g/h (необязательно редук-
тивное) дополнение к h в g.

Пара (g, h) однозначно определяет представ-
ление изотропии ψ : h → gl (m) правилом

ψX (Y ) = [X,Y ]m. Инвариантной (псевдо)римано-
вой метрике на G/H соответствует невырожден-
ная билинейная форма g на m, такая, что

(ψX)
t · g + g · ψX = 0, ∀X ∈ h, (3)

где (ψX)
t — транспонированная матрица.

Эта форма однозначно определяет связность
Леви–Чивита ∇ : g → gl (m) правилом

∇X (Ym) =
1

2
[X,Y ]m + v (X,Y ) ,

где отображение v : g× g → m определяется фор-
мулой

2g (v (X,Y ) , Zm) =

= g (Xm, [Z, Y ]m) + g (Ym, [Z,X]m) .

Тензору кривизны связности ∇ соответствует
отображение R : m×m → gl (m) , такое, что

R (X,Y ) = [∇Y ,∇X ] +∇[X,Y ].

Тензор Риччи r и оператор Риччи ρ определяются
формулами

r (X,Y ) = tr (Z �→ R (X,Z)Y ) ,

g (ρ (X) , Y ) = r (X,Y ) .

2. Основной алгоритм. Пусть, как и ра-
нее, (M = G/H, g) — однородное (псевдо)римано-
во многообразие размерности m, g — алгебра Ли
группы G, h — подалгебра изотропии, m = g/h —
(необязательно редуктивное) дополнение к h в g,
h = dim h.

Пусть {e1, e2, . . . , eh, u1, u2, . . . , um} — базис g,
где {ei} и {ui} базисы h и m соответственно. По-
ложим

[ui, uj ]m = ckijuk, [ui, uj ]h = Ck
ijek,

[hi, uj ]m = c̄kijuk,

где ckij , Ck
ij и c̄kij — массивы соответствующих раз-

меров.
С помощью массива структурных констант c̄kij

и равенства (3) можно определить вид метриче-
ского тензора g, сооответствующего инвариант-
ной (псевдо)римановой метрике на G/H. Для это-
го вычислим представление изотропии ψ на базис-
ных векторах h:

(ψi)
k
j = (ψ (ei))

k
j = c̄kij .

Пусть теперь gij — произвольная симметричная
невырожденная матрица размера m×m. Запишем
систему уравнений

(ψi)
t · g + g · ψi = 0. (4)
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Решая (4) относительно компонент матрицы g, по-
лучим искомый вид метрического тензора.

Далее, с помощью уже известных структурных
констант и матрицы метрического тензора, вы-
числим компоненты связности Леви–Чивита ∇:

Γk
ij =

1

2

(
ckij + gskclsjgil + gskclsigjl

)
;

Γ̄k
ij =

1

2
c̄kij −

1

2
gsk c̄lisgjl,

где ∇uiuj = Γk
ijuk, ∇hiuj = Γ̄k

ijuk и
{
gij

}
— мат-

рица, обратная к матрице {gij}.
Следующим шагом является вычисление ком-

понент тензора кривизны R и оператора Риччи ρ:

Rijks =
(
Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk + Cl

ijΓ̄
p
lk

)
gps,

ρli = Rijksg
jsgkl.

Общий вид матриц дифференцирований D
в алгебре Ли g можно найти как решение системы
линейных уравнений:

D ([X,Y ]) = [D (X) , Y ] + [X,D (Y )] ,

где X,Y ∈ {e1, e2, . . . , eh, u1, u2, . . . , um} — базис-
ные векторы в g.

Отметим, что подобные математические моде-
ли для метрических групп Ли приводились в ра-
ботах [14–17], а для однородных (псевдо)римано-
вых пространств — в работах [18,19].

3. Пример вычислений. В качестве
примера рассмотрим случай 1.12.1 в класси-
фикации четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий [20]. Алгеб-
ра Ли g задается следующими соотношениями:

[e1, u1] = u3, [e1, u3] = −u1, [u1, u3] = −u2,

[u1, u4] = u1, [u2, u4] = 2u2, [u3, u4] = u3,

причем h = span (e1), m = span (u1, u2, u3, u4).
Представление изотропии имеет вид

ψ (e1) =



0 0 −1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0


 .

Решая систему уравнений (4), получим вид мет-
рического тензора:

g =



α33 0 0 0
0 α22 0 α24

0 0 α33 0
0 α24 0 α44


 .

Данный метрический тензор может имеет лю-
бую сигнатуру в зависимости от значений па-
раметров, и из его невыроженности следует
α33

(
α22α44 − α2

24

)
�= 0.

Далее вычислим вид матриц оператора Рич-
чи ρ и проекций операторов дифференцирова-
ний Dm:

ρ =




η 0 0 0

0
α22(γ−16α2

33)
2α2

33γ
0

α24(γ−4α2
33)

2α2
33γ

0 0 η 0
0 0 0 − 6α22

γ


 ,

Dm =




β2 0 β3 0
β1 2β2 0 0
−β3 0 β2 β1

0 0 0 0


 ,

где β1, β2 и β3 — действительные параметры,

γ = α22α44 − α2
24, η = −α22(γ+8α2

33)
2α2

33γ
. Система урав-

нений (2) примет вид

β3 = 0, β1 = 0, Λα24 = 0;

Λα24 −
α24(α22α44 − α2

24 − 4α2
33)

2α2
33(α22α44 − α2

24)
= 0;

Λα44 +
6α22

α22α44 − α2
24

= 0;

Λα22 + 2β2 −
α22(α22α44 − α2

24 − 16α2
33)

2α2
33(α22α44 − α2

24)
= 0;

Λα33 + β2 +
α22(α22α44 − α2

24 + 8α2
33)

2α2
33(α22α44 − α2

24)
= 0.

Данная система имеет единственное решение:

Λ = − 6

α2
44

, α22 =
8α3

33

4α2
33 + α2

44

, α24 = 0,

β2 =
24α3

33 − 16α2
33α44 + 2α33α

2
44 − 4α3

44

α2
44(4α

2
33 + α2

44)
;

β1 = 0, β3 = 0.

Таким образом, справедлива
Теорема. Четырехмерное локально однород-

ное (псевдо)риманово пространство 1.12.1 явля-
ется нетривиальным алгебраическим солитоном
Риччи тогда и только тогда, когда инвариантная
метрика g имеет вид

g =




α33 0 0 0

0
8α3

33

4α2
33+α2

44
0 0

0 0 α33 0
0 0 0 α44


 .

Причем алгебраический солитон Риччи обяза-
тельно является растягивающимся (Λ < 0), и мет-
рика g может иметь либо сигнатуру (+,+,+,+)
(риманова метрика), либо сигнатуру (+,+,+,−)
(лоренцева метрика).

4. Заключение. В результате проведен-
ных исследований построена математическая мо-
дель, которая позволяет получить полную класси-
фикацию алгебраических солитонов Риччи на че-
тырехмерных локально однородных (псевдо)ри-
мановых пространствах.
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