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Рассматривается задача о двухслойном тече-
нии в бесконечном горизонтальном канале с твер-
дыми непроницаемыми стенками. Верхняя гра-
ница системы считается теплоизолированной, на
нижней задан продольный градиент температу-
ры. Нижний слой заполнен жидкостью, испаря-
ющейся через термокапиллярную границу разде-
ла, верхний — газо-паровой смесью. Исследуется
случай стационарного течения, подвергающегося
действию потока газа в верхнем слое и продольно-
го градиента температуры. В газо-паровой смеси
учитываются перекрестные эффекты термодиф-
фузии и диффузионной теплопроводности.

Математическая модель основывается на при-
ближении Буссинеска уравнений Навье-Стокса,
для верхнего слоя также имеет место уравнение
диффузии. Построены точные решения специаль-
ного вида, где только продольная скорость отлич-
на от нуля и зависит от поперечной координаты,
а температура и концентрация пара в газе линей-
но зависят от продольной координаты. Испарение
жидкости учитывается с помощью условий балан-
са масс и переноса тепла. Приведены профили
скорости и температуры для систем "жидкость –
газ" типа "этанол – воздух" и "HFE7100 – азот".
Исследовано явление возникновения возвратных
течений вблизи границы раздела сред.
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ра.

DOI 10.14258/izvasu(2017)4-16

The problem of two-layer flow in an infinite
horizontal channel with solid impermeable walls
is studied. The upper boundary of the system
is considered to be thermally insulated, and the
longitudinal gradient of the temperature on the lower
boundary is given. The lower layer is filled with a
liquid that evaporates through the thermocapillary
interface; the upper layer is a gas–vapor mixture.
Stationary flows induced by action of gas flow in the
upper layer and longitudinal temperature gradient
are studied. The thermodiffusion and diffusive
thermal conductivity effects are taken into account
in the gas–vapor mixture. The mathematical model
is based on the Boussinesq approximation of the
Navier–Stokes equations, and the diffusion equation
also holds for the upper layer. The exact solutions
of a special type are constructed, where only the
longitudinal velocity differs from zero and depends
on the transverse coordinate, and the temperature
and the vapor concentration are linearly dependent
on the longitudinal coordinate. Evaporation of the
liquid is taken into consideration using the mass
balance and heat transfer conditions. Velocity and
temperature profiles for liquid-gas systems such as
"ethanol-air"and "HFE7100-nitrogen"are presented.
The phenomenon of return flows near the interface
is investigated.

Key words: Two-layer system, exact solutions,
evaporation, Soret effect, Dufour effect.

Введение. Изучение точных решений специ-
ального вида актуально при описании течений

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (код проекта
17-08-00291).

жидкости в связи с возможностью рассмотрения
влияния различных физических факторов на ха-
рактер течения [1–5]. Достаточно большое вни-
мание уделяется исследованию течений в двух-
слойных системах, сопровождающихся испарени-

94



95

Анализ качества бинарной классификации веб-страниц...Математическое моделирование течений с испарением...

ем. Одной из первых подобных работ является
[6]. Ряд работ посвящен исследованию конвектив-
ных течений с термокапиллярной границей раз-
дела под действием сопутствующего потока га-
за и продольных градиентов температуры [7–9].
В [8] приведены результаты сравнения аналитиче-
ских данных, полученных с помощью точных ре-
шений при заданных продольных градиентах тем-
пературы на стенках канала, с экспериментальны-
ми. Немаловажным является вопрос исследова-
ния устойчивости новых точных решений [9–11].

В данной работе исследуется стационарное
двухслойное течение жидкости и газо-паровой
смеси в бесконечном горизонтальном канале с
твердыми непроницаемыми верхней и нижней
стенками. Рассматривается случай, когда верхняя
твердая граница теплоизолирована, а на нижней
стенке и границе раздела задан продольный гра-
диент температуры. Система находится под дей-
ствием силы тяжести и сопутствующего потока
газа.

1. Построение точных решений. Ком-
поненты вектора скорости u и υ, давление p′ (от-
клонение от гидростатического), температура T и
концентрация пара C удовлетворяют приближе-
нию Буссинеска системы уравнений Навье-Стокса
и уравнению диффузии [12]:

uux + υuy = −1

ρ
p′x + ν∆u; (1)

uυx + υυy = −1

ρ
p′y + ν∆υ + g(βT + γC); (2)

ux + υy = 0; (3)

uTx + υTy = χ(∆T + δ(∆C)); (4)

uCx + υCy = D(∆C + α(∆T )). (5)

Здесь ρ – относительное значение плотности; ν –
коэффициент кинематической вязкости; χ – ко-
эффициент температуропроводности; D – коэф-
фициент диффузии пара в газе; β – коэффици-
ент теплового расширения; γ – концентрацион-
ный коэффициент плотности, коэффициенты δ и
α характеризуют эффекты Дюфура и Соре в га-
зопаровом слое, вектор силы тяжести g направлен
противоположно оси Oy. Отметим, что слагаемые
в уравнениях (2) и (4), содержащие фунцию кон-
центрации пара, а также уравнение диффузии (5)
учитываются только в верхнем слое системы.

Точные решения системы (1)–(5) могут быть
определены как аналог решений типа Остроумо-
ва – Бириха [1, 2]. Тогда функции ui, Ti, C, p′i за-
писываются следующим образом [7,8]:

ui =
y4

24
Li
4 +

y3

6
Li
3 +

y2

2
ci1 + yci2 + ci3;

Ti = (ai1 + ai2y)x+ ϑi, C = (b1 + b2y)x+ ϕ;

p′i =
(y2
2
di3 + ydi2 + di1

)
x+ ψi, (6)

где коэффициенты Li
j выражаются через физи-

ческие параметры системы, ϑi и ϕ представляют
собой полиномы седьмой степени, а ψi — поли-
номы восьмой степени относительно поперечной
координаты, cik являются константами интегриро-
вания. Индекс i = 1, 2 определяет слой системы:
i = 1 соответствует жидкой среде, i = 2 — газо-
паровой смеси.

На границе раздела сред y = 0 полагают-
ся выполненными кинематическое (выполняется
автоматически) и динамические условия, кото-
рые могут быть записаны следующим образом:
ρ1ν1u1 y = ρ2ν2u2 y+σTTx, p1 = p2, где σT — темпе-
ратурный коэффициент поверхностного натяже-
ния. Скорость и температура на границе y = 0
удовлетворяют условиям непрерывности.

Концентрация насыщенного пара удовлетворя-
ет следствию уравнений Менделеева – Клапейро-
на и Клапейрона – Клаузиуса, записанному в ли-
неаризованной форме [7, 13,14].

Учитывая диффузионный поток массы испа-
ряющейся жидкости на границе раздела, условие
переноса тепла можно записать в следующем ви-

де [7, 8]: κ1
∂T1

∂y
− κ2

∂T2

∂y
− δκ2

∂C

∂y
|y=0 = −λM .

Здесь κ1 и κ2 — коэффициенты теплопроводно-
сти жидкости и газа; λ — теплота испарения; M —
массовая скорость испаряющейся с единицы пло-
щади поверхности в единицу времени жидкости
(M = const). Эффект термодиффузии должен
учитываться в условии баланса масс на границе

раздела [8]: M = −Dρ2

(∂C
∂y

|y=0 + α
∂T2

∂y

∣∣∣
y=0

)
.

На нижней y = −l и верхней y = h твердых
границах выполняются условия прилипания для
скоростей: u1(−l) = 0, u2(h) = 0.

Температура на нижней стенке канала y = −l
распределена линейно относительно продольной
координаты T1 | y=−l = A1x + ϑ−, где A1 — про-
дольный градиент температуры на нижней стенке
канала, а коэффициент ϑ− считается известным.

Верхняя граница y = h полагается теплоизо-

лированной:
∂T

∂y

∣∣∣
y=h

= 0. Для концентрации па-

ра выполняется условие следующего вида:
∂C

∂y
+

α
∂T2

∂y

∣∣∣
y=h

= 0.

В верхнем газо-паровом слое расход га-
за удовлетворяет следующему соотношению:∫ h

0

ρ2u2dy = Q.

С учетом приведенных условий можно вы-
числить неизвестные константы в соотношени-
ях, определяющих искомые фунции. В силу усло-
вия непрерывности температур на границе y = 0
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a11 = a21 = A. Ввиду условия теплоизолированно-
сти границы y = h и точного решения (6) имеем,
что a22 = 0. В силу этого равенства и условия ба-
ланса масс получим, что b2 = 0. Тогда условие
переноса тепла влечет равенство нулю парамет-
ра a12, следовательно, продольные градиенты тем-
пературы A и A1 на границе раздела и нижней
стенке канала должны полагаться равными.

В ряде случаев вблизи границы раздела жид-
кости и газа могут наблюдаться возвратные тече-
ния. Для функций скорости жидкости и газа, удо-
влетворяющих условию непрерывности при y = 0,
выполняется равенство u1(y)|y=0 = u2(y)|y=0 =
U = c13 = c23. Тогда точка покоя на границе раз-
дела будет определяться равенством нулю кон-
стант ci3. Исходя из вида функций (6) и гранич-
ных условий заметим, что для выполнения ра-
венства c23 = 0 необходимо выполнение соотно-
шения Q = KA, где K –– константа, определяе-
мая физико-химическими параметрами системы,
ее размерами и уровнем гравитации.

2. Примеры течений. Рассмотрим тече-
ния в различных системах "жидкость – газ" ти-
па "этанол – воздух" и "HFE7100 – азот". Основ-
ные физико-химические параметры систем можно
найти в работах [8, 15,16].

Рис. 1. Профили скорости в системе "этанол – воз-
дух" при различных значениях продольного градиен-
та температуры A, Q = 1.8 · 10−5 кг/(м·с): 1 – A =
2.5848 К/м; 2 – A = 10 К/м; 3 – A = −10 К/м

Рис. 2. Профили температуры в системе "этанол –
воздух" при различных значениях продольного гра-
диента температуры A, Q = 1.8 · 10−5 кг/(м·с): 1 —
A = 2.5848 К/м; 2 — A = 10 К/м; 3 — A = −10 К/м

Рис. 3. Профили скорости в системе "HFE7100 – азот"
при различных значениях продольного градиента
температуры A, Q = 1.8 ·10−5 кг/(м·с): 1 — A = 2.6823
К/м; 2 — A = 10 К/м; 3 — A = −10 К/м
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На рисунках 1 и 2 представлены профили ско-
рости и температуры при различных значениях
градиента A и постоянном расходе газа Q, рав-
ном 1.8 · 10−5 кг/(м·с). Рисунок 1 иллюстрирует
различный характер течений на границе раздела.
Коэффициент K для системы "этанол – воздух"
равен 6.9638 · 10−6 кг/(К·с). Тогда отсутствие те-
чения на границе раздела возникает в случае, ко-
гда значение продольного градиента достигает
2.5848 К/м. При меньших значениях параметра
A скорость U имеет положительные значения, т.е.
жидкость вблизи границы y = 0 движется сона-
правленно с потоком газа, при больших – отрица-
тельные. Отметим также, что изменение значения
продольного градиента температуры влечет за со-
бой качественное изменение распределения тем-
пературы в системе. При достаточно больших аб-
солютных значениях A температура газо-паровой
смеси выше температуры жидкости, тогда как в
случае малых абсолютных значений продольного
градиента температуры (A = 2.5848 К/м) наблю-
дается противоположный эффект.

В случае, когда нижний слой системы запол-
нен жидкостью типа HFE7100, а верхний – азотом
(см. рисунок 3), коэффициент K имеет значение
6.7106·10−6 кг/(К·с). Для постоянного расхода га-
за Q эффект отсутствия течения на границе воз-
никает при A = 2.6823 К/м. Отметим, что для
рассматриваемых случаев при значении продоль-
ного градиента температуры A = −10 К/м в си-
стеме "HFE7100 – азот" наблюдаются довольно
сильное возвратное течение в нижней части жид-
кого слоя, в то время как в этаноле этот эффект
выражен слабо.

Заключение. Предложенные в работе точ-
ные решения системы уравнений Навье-Стокса
в приближении Буссинеска описывают испарение
жидкости в двухслойных системах находящихся
по действием потока газа. Данные решения позво-
ляют исследовать влияние различных эффектов,
таких как продольный градиент температуры и
физико-химические характеристики системы, на
структуру течения и распределение температуры
в канале.
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