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Если вдоль некоторой замкнутой кривой на
поверхности локальная ориентация в касатель-
ном пространстве меняет знак, то поверхность на-
зывается односторонней. Простейшей односторон-
ней поверхностью является лист Мёбиуса. К одно-
сторонним поверхностям относится также бутыл-
ка Клейна, скрещенный колпак. Бутылку Клей-
на можно рассматривать как два листа Мёбиуса,
склеенные по краю.

В работе бутылка Клейна разрезается на два
листа Мёбиуса.

Пусть на торе Клиффорда в E4 задана замкну-
тая кривая с помощью 4π-периодической вектор-
функции. Используя найденную функцию, опре-
деляются уравнения листов Мёбиуса, бутылки
Клейна. Если средняя линия одного из листов Мё-
биуса вырождается в точку, то получим скрещен-
ный колпак. С помощью системы компьютерной
математики строятся индикатрисы нормальной
кривизны исследуемых поверхностей. В случае
бутылки Клейна индикатриса нормальной кри-
визны есть эллипс. Если бутылка Клейна вырож-
дается в скрещенный колак, то индикатриса нор-
мальной кривизны есть окружность.

Ключевые слова: бутылка Клейна, лист Мёби-
уса, скрещенный колпак, 4π-периодическая функ-
ция.
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A surface is called the one-sided surface if a local
orientation along a closed curve on a tangent space
changes its sign. The simplest one-sided surface is
the Mobius strip. The Klein bottle and cross-cap
are also one-sided surfaces. The Klein bottle can be
considered as two Mobius strips glued on edges.

In this paper, the Klein bottle is cut into
two Mobius strips. We define the closed curve on
the Clifford torus in E4 using 4π-periodic vector-
function. We get a cross-cap if the Mobius strip
degenerates into a point. Indicatrices of normal
curvature for the investigated surfaces are studied
with the help of computer mathematics. For the
Klein bottle, the indicatrix of normal curvature is an
ellipse. If the Klein bottle degenerates into a cross-
сap, then the indicatrix of normal curvature is a
circle.

Key words: Klein bottle, Mobius band, cross-cap,
4π-periodic function.

Если на поверхности в En существует замкну-
тая кривая (дезориентирующий контур), облада-
ющая тем свойством, что при ее обходе локальная
ориентация в касательном пространстве меняет
знак, то поверхность называется односторонней.

Впервые уравнение односторонней поверхно-
сти в E3, открытой Мёбиусом, было получено
Машке [1]. Если гауссова кривизна листа Мёбиуса
равна нулю, то он называется плоским. Библио-
графия работ на эту тему дана в работе [2].

К односторонним поверхностям относятся:
скрещенный колпак [3], бутылка Клейна [3–5].
В [6] исследуется плоский лист Мёбиуса. Кроме
того, односторонние поверхности и их приложе-
ния рассматриваются в работах [7–14].

В евклидовом пространстве рассмотрим глад-
кую замкнутую неплоскую кривую γ без само-
пересечения, заданную 4π-периодической вектор-
функцией ρ = ρ(v), которая не является 2π-
периодической и 2π-антипериодической.

Так как ρ(v) = ρ(v + 4π), то функция

s(v) =
1

2
(ρ(v) + ρ(v + 2π)), (1)

есть 2π-периодическая не равная нулю, а вектор-
функция

l(v) =
1

2
(ρ(v)− ρ(v + 2π)) (2)

есть 2π-антипериодическая, не равная нулю.
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Используем найденные функции для построе-
ния модели бутылки Клейна.

Рассмотрим поверхность KL:

r(u, v) = (p+ cos(u))s(v) + sin(u)l(v), p �= ∓1, (3)

u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π].
Теорема 1. Поверхность KL односторонняя.
Доказательство. Рассмотрим замкну-

тую кривую (дезориентирующий контур)
r(0, v) = (p + 1)s(v). Имеем r1 = ru|u=0 =
l(v), r2 = rv|u=0 = (p+ 1)s′(v).

Касательное пространство в точках кри-
вой S : r(0, v) = (p+ 1)s(v) примет вид

TkKL = {l(v), s′(v)}, k ⊂ S

Замечаем, что базисы

{r1(v), r2(v)} = {l(v)), s′(v)},

{r1(v + 2π), r2(v + 2π)} = {l(v + 2π), s′(v + 2π)}
противоположно ориентированы. Поверхность од-
носторонняя.

Нетрудно проверить, что и вдоль замкнутой
кривой S∗ : r(π, v) = (p−1)s(v) локальные базисы
также меняют ориентацию.
Теорема 2.
Поверхность KL определяет модель бутылки

Клейна.
Доказательство. Рассмотрим бутылку Клей-

на как фактор-пространство [15, с. 75 ]:
K∗ = [−π, π] × [−π, π]�[(−π, v) ∼

(π, v), (−u,−π) ∼ (u, π)].
Для поверхности (3) имеем r(−π, v) = (p −

1)s(v) = r(π, v), что соответствует «склейке»
(−π, v) ∼ (π, v).

А так как r(−u,−π) = (p + cos(−u))s(−π) +
sin(−u)l(−π) = (p+ cos(−u))s(π)− sin(−u)l(π) =
r(u, π), то имеем «склейку» (−u,−π) ∼ (u, π)].

Поверхность Клейна можно получить, «скле-
ив» два листа Мёбиуса по краю.

Рассмотрим кривую r = r(u0, v), v ∈ [−2π, 2π]
на KL и разрежем KL вдоль нее.

Получили лист Мёбиуса KL1 (криволиней-
ный)

r(u, v) = (p+ cos(u))s(v) + sin(u)l(v), (4)

u ∈ [−u0, u0], v ∈ [−π, π].
Для листа KL1 средней линией является ли-

ния S : r(0, v) = (p + 1)s(v), а краем – кривая
r = r(u0, v), v ∈ [−2π, 2π].

Второй лист KL2 задается уравнением

r(u, v) = (p+ cos(u))s(v) + sin(u)l(v), (5)

u ∈ [u0, 2π − u0], v ∈ [−π, π].
Для листа KL2 средней линией является ли-

ния S∗ : r(π, v) = (p − 1)s(v). Край листа KL1
совпадает с краем листа KL2.

Будем строить рассматриваемые поверхности
в E4.

Рассмотрим тор Клиффорда

r(u, v) = (cos(u), sin(u), cos(v), sin(v)), (6)

u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π].
Положим u = v/2. Тогда

ρ(v) = (cos(
v

2
), sin(

v

2
), cos(v), sin(v)),

s(v) = (0, 0, cos(v), sin(v)),

l(v) = (cos(
v

2
), sin(

v

2
), 0, 0). (7)

Имеем, используя (7),

r1 = ru = −sin(u)s(v) + cos(u)l(v),

r2 = rv = (p+ cos(u))s′(v) + sin(u)l′(v).

Определим метрический тензор gij = (ri, rj)
бутылки Клейна KL.

g11 = 1, g12 = 0, g22 =
1

4
sin(u)2+(p+cos(u))2. (8)

Определим единичные нормальные векторы
n1, n2 в произвольной точке поверхности KL.

n1 = cos(u)s(v) + sin(u)l(v),

n2 =
1√
4g22

(4(p+ cos(u))l′(v)− sin(u)s′(v)).

Пусть t = tiri ∈ TkKL, k ∈ KL, r1 = ru, r2 =
rv – касательный вектор, длина которого равна
единице. Рассмотрим вектор нормальной кривиз-
ны b = b(t, t), где b(t, t) – вторая фундаментальная
форма поверхноcти KL.

Зафиксируем точку k, а вектор t будем менять.
Тогда концы вектора нормальной кривизны с на-
чалом в k опишут в TkKL⊥ кривую, называемую
индикатрисой нормальной кривизны [16, с. 253].
Индикатриса нормальной кривизны есть эллипс
либо отрезок прямой.

Определим ее.
Имеем

t = cos(β)
r1
|r1|

+ sin(β)
r2
|r2|

,

b(t, t) = (cos(β)2b111 + 2sin(β)cos(β)b112
1√
g22

+

sin(β)2b122
1

g22
)n1 + (cos(β)2b211+

2sin(β)cos(β)b212
1√
g22

+ sin(β)2b222
1

g22
)n2,

b1ij =< rij , n1 >, b2ij =< rij , n2 >,
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b111 = −1, b211 = 0, b112 = 0, b212 =
1 + pcos(u)√

4g22
,

b122 = p(p+ cos(u))− g22, b
2
22 = 0. (9)

Итак,

b(t, t) = b1(t, t)n1 + b2(t, t)n2,

b1 = −1 + p(p+ cos(u))

g22
sin(β)2, b2 =

=
pcos(u) + 1

2g22
sin(2β).

Переходя к двойному углу, получим

b1 = −1 + p(p+ cos(u)

2g22
− p(p+ cos(u))

2g22
cos(2β),

(10)

b2 =
pcos(u) + 1

2g22
sin(2β), (11)

Таким образом, имеет место следующая теоре-
ма.
Теорема 3. Индикатриса бутылки Клейна

KL при p �= 0 есть эллипс c осями

a1 = −p(p+ cos(u))

2g
, a2 =

pcos(u) + 1

2g
, g = det(gij).

При p = 0 это отрезок прямой.
Построим индикатрисы нормальной кривизны

при p = 2 вдоль линий : u = 0 (рис. 1) и u = 3/4π
(рис. 2).

Рис. 1. Индикатриса нормальной кривизны и нормаль
средней кривизны при p = 2, u = 0

Рис. 2. Индикатриса нормальной кривизны и нормаль
средней кривизны при p = 2, u = 3/4π

Определим две матрицы A1, A2 [17, с. 22]

< A1(ri), rj >=< b(ri, rj), n1 >,

< A2(ri), rj >=< b(ri, rj), n2 > .

Обозначим

Aα(ri) = Ak
αirk, α = 1, 2, Ak

αigkj = bαij .

В силу (8), (9) получим

A1 =

(
−1 0

0 p(p+cos(u))
g − 1

)
,

A2 =

(
0 1+pcos(u)

2g
√
g

1+pcos(u)
2g

√
g 0

)
,

g = det(gij) = g22.
Вектор η = 1

2 ((tranceA1)n1+(tranceA2)n2) на-
зывается нормалью средней кривизны [17, с. 40].

Имеем η = (p(p+cos(u))
2g −1)n1. Средняя кривиз-

на H равна H = |η| = |p(p+cos(u))
2g − 1|.

Определим гауссову кривизну K бутылки
Клейна KL [18, с. 133 ]

K = − 1
4g2 (2gguu − g2u).

Рис. 3. Гауссова кривизна при p = 2, u ∈ [−π, π]

Рис. 4. Гауссова кривизна при p = −2, u ∈ [−π, π]

Рис. 5. Индикатриса нормальной кривизны и нормаль
средней кривизны при p = 0, u = π/4



147

Системный подход к оценке эффективности...Тор Клиффорда и бутылка Клейна

Используя математический пакет, постро-
им графики (рис. 3-5). Остановимся подробнее
на случае p = 0. Имеем < r, r >= 1, H = 1.
Теорема 4. Если p = 0, то
1) бутылка Клейна KL принадлежит

3-сфере,
2) индикатриса нормальной кривизны есть

отрезок прямой,
3) средняя кривизна H = 1.
Лист Мёбиуса KL1 задается уравнением

r(u, v) = (p+ cos(u))(0, 0, cos(v), sin(v))+

sin(u)(cos(v/2), sin(v/2), 0, 0),

u ∈ [−u0, u0], v ∈ [−π, π].

Для листа KL1 средней линией является ли-
ния

S : r(0, v) = (p+ 1)(0, 0, cos(v), sin(v)).

Уравнение второго листа KL2 имеет вид

r(u, v) = (p+ cos(u))(0, 0, cos(v), sin(v))+

sin(u)(cos(v/2), sin(v/2), 0, 0),

u ∈ [u0, 2π − u0], v ∈ [−π, π].
Для листа KL2 средней линией является ли-

ния

S∗ : r(π, v) = (p− 1)(0, 0, cos(v), sin(v)).
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