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Исследуется напряженно-деформированное
состояние в окрестности горной выработки круг-
лого сечения. К однородным горным породам,
обладающим достаточной прочностью, возмож-
но применение формул, полученных на основе
теории упругости. В рамках плоской деформа-
ции рассматривается задача определения полей
перемещений и напряжений в прямоугольной
области, ослабленной круглым отверстием. Ал-
горитм численного решения, в основе которо-
го лежит метод конечных элементов, реализо-
ван в виде компьютерной программы. Алгоритм
построения конечно-элементной сетки позволя-
ет учитывать форму, размеры и расположение
отверстия. В процессе численного решения опре-
деляются поля перемещений и напряжений. При-
ведены результаты численных расчетов для от-
верстий разного диаметра. Исследовано влияние
размера отверстия на распределение напряжений
в окрестности отверстий. Построены изолинии
максимального касательного напряжения, рас-
пределение которого применяется для оценки
возможности хрупкого разрушения в исследуе-
мой области. Численное моделирование на осно-
ве разработанного алгоритма позволяет иссле-
довать напряженно-деформированное состояние
в окрестности горной выработки и прогнозиро-
вать возможное пластическое поведение и разви-
тие разрушения материала.
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A stress-strain state in the vicinity of excavation
of the circular cross-section is studied in the paper.
Formulas derived from the elasticity theory can
be applied to the homogeneous rock formations of
sufficient strength. The problem of determination
of the displacement and stress fields is considered
in the rectangular region with the circular hole.
A numerical solution algorithm based on the finite
element method is elaborated. The algorithm of
constructing of a finite element mesh allows to take
into account the shape, size and hole location. Fields
of the displacements and stress are determined.
Results of numerical calculations for holes of different
diameters are presented. The influence of a hole
size on the stress distribution in the vicinity of
holes is presented. Isolines of the maximal tangential
stress are constructed. The maximal tangential
stress distribution is used to estimate the possibility
of brittle fracture in the test region. Numerical
modeling based on the constructed algorithm allows
one to investigate the stress-strain state in the
vicinity of excavation and to predict the possible
plastic behavior and development of a material
failure.

Key words: excavation, stress-strain state, elastic-
plastic material, stress concentration, finite element
method.

Введение. Целью данной работы явля-
ется численное исследование напряженно-
деформированного состояния материала в окрест-
ности горной выработки круглого сечения.

В настоящее время остаются актуальными на-
учные исследования деформационных процессов

в окрестности горных выработок [1–8]. Анализ
напряженно-деформированного состояния и оцен-
ка прочности породного материала имеет важное
практическое значение при изучении механизмов
разрушения и обеспечения надежности и безопас-
ности сооружений.
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Напряженное состояние породного массива
в окрестности выработок зависит от разных фак-
торов, в том числе от формы выработок и ме-
ханических свойств окружающей среды. В мас-
сивах горных пород наблюдаются геологические
нарушения, естественная трещиноватость, а так-
же могут возникнуть и технологические трещины.
Поэтому при изучении процессов деформирова-
ния, протекающих в горных породах, необходимо
учитывать и возможное возникновение пластиче-
ских областей, и развитие сдвиговых деформаций,
а также упрочнение и разупрочнение материала.

При описании модели массива горных по-
род используются разные подходы. К однород-
ным горным породам, обладающим достаточной
прочностью, возможно применение формул, по-
лученных для упругой среды [1, 2]. Для опре-
деления неупругого состояния, возникающего
вблизи контура выработки, применяется упруго-
пластическая модель [4, 8]. В работе [5] модели-
рование напряженного состояния горного масси-
ва рассмотрено с учетом внутренней структуры
и разупрочнения.

В данной работе задача определе-
ния напряженно-деформированного состояния
в окрестности горной выработки рассмотрена
в условиях плоской деформации. В качестве
исследуемой области выбрано нормальное к про-
дольной оси выработки вертикальное сечение
в виде прямоугольника с отверстием.

Изучению концентрации напряжений вблизи
отверстий посвящено большое количество науч-
ных работ, в которых развиваются как ана-
литические, так и вычислительные методы [9–
12]. Известные аналитические решения задач
о напряженном состоянии упругих и упруго-
пластических материалов в рамках классических
моделей представлены в монографиях [13–15].

Постановка задачи. В качестве модели мас-
сива горных пород в данной работе рассматрива-
ется упругая среда. Исследуемая прямоугольная
область расположена вдоль координатных осей x1

и x2. Постановку и решение задачи будем прово-
дить для величин в безразмерном виде. В качестве
характерного линейного размера выбран горизон-
тальный размер прямоугольника. Вертикальный
размер прямоугольника, отнесенный к горизон-
тальному, равен H. Отверстие представляет собой
круг радиуса a и с центром в точке с координата-
ми (x0, y0).

Требуется найти поля перемещений ui (i =
1, 2) и напряжений σij (i, j = 1, 2), удовлетворя-
ющих уравнениям равновесия:

σij,j = 0.

Деформации εij (i = 1, 2) записываются че-
рез вектор перемещений ui с текущим радиус-

вектором xi (i = 1, 2):

εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
.

Вне отверстия материал является упругим, поэто-
му компоненты деформаций связаны с напряже-
ниями с помощью закона Гука [14]:

εij =
sij
2G

+ (1− 2ν)δij
σ

E
,

где ν – коэффициент Пуассона, E – модуль упру-
гости, G – модуль сдвига, σ – среднее давление,
sij – девиатор тензора напряжений:

σ =
σmm

3
, sij = σij − δijσ, (m = 1, 2, 3).

Запишем граничные условия, обеспечивающие
сжатие области:

σ11(0, x2) = ασ0; σ11(1, x2) = −ασ0;

u2(x1, 0) = 0; σ22(x1, H) = −σ0.

Отверстие считается свободным от напряже-
ний, т.е. на его границе σ12 = 0. В качестве харак-
терного напряжения выбрано значение 10−2E.

Аналитическое решение, полученное в случае
бесконечной упругой полуплоскости, ослабленной
круглым отверстием (задача Кирша), А.Н. Дин-
ник предложил использовать и для горных выра-
боток [1]. Согласно его теории считается, что на
бесконечном удалении от отверстия выполняются
условия

σ22 = γh, σ11 =
ν

1− ν
γh,

где γ = ρg, ρ – плотность материала, g – ускоре-
ние свободного падения; h – глубина, на которой
расположена выработка. Тогда аналитическое ре-
шение имеет вид:

σr =
γh

2(1− ν)

r2 − a2

r2
−

− γh(1− 2ν)

2(1− ν)

(
1− 4a2

r2
+

3a4

r4

)
cos(2θ), (1)

σθ =
γh

2(1− ν)

r2 + a2

r2
+

+
γh(1− 2ν)

2(1− ν)

(
1 +

3a4

r4

)
cos(2θ), (2)

σrθ =
γh(1− 2ν)

2(1− ν)

(
1 +

2a2

r2
− 3a4

r4

)
sin(2θ), (3)

где r, θ – полярные координаты, которые связа-
ны с декартовыми координатами точки на плоско-
сти, исходя из геометрии рассматриваемой зада-
чи, формулами x1 = x0 + r cos θ, x2 = y0 + r sin θ.
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Здесь σr – нормальное радиальное напряжение,
σθ – нормальное напряжение в окружном направ-
лении, σrθ – касательное напряжение.

Напряжения σij (i, j = 1, 2) определяются че-
рез напряжения σr,σθ, σrθ по следующим соотно-
шениям:

σ11 = σr cos
2 θ − σrθ sin(2θ) + σθ sin

2 θ,

σ22 = σr sin
2 θ + σrθ sin(2θ) + σθ cos

2 θ,

σ12 =
1

2
(σr − σθ) sin(2θ) + σrθ cos(2θ).

Численное решение. Для получения чис-
ленного решения поставленной задачи применя-
ется метод конечных элементов [16, 17], на осно-
ве которого разработана и реализована компью-
терная программа. Расчетная область разбивает-
ся на треугольные конечные элементы. Постро-
енная сетка конечных элементов корректируется
при наличии отверстия в области. Реализуемый
в программе алгоритм позволяет учитывать фор-
му, размеры и расположение отверстия.

Целью проведения вычислительных расчетов
являлось исследование влияния постепенного уве-
личения размеров отверстия на напряженно-
деформированное состояние в упругой области
при одинаковых условиях на границах.

Численные расчеты получены при следующих
значениях параметров: ν = 0.2, σ0 = 0.5, α = 0.25,
H = 1.015, x0 = 0.5, y0 = 0.495.

На рисунках 1–2 построены изолинии макси-
мального касательного напряжения

τmax =
1

2

√
(σ11 − σ2

22 + 4σ2
12

в окрестности круглых отверстий различных ра-
диусов.

Рис. 1. Изолинии τmax (a = 0.043)

Рис. 2. Изолинии τmax (a = 0.071)

Картина распределения напряжений в зависи-
мости от размера отверстий меняется. Возникно-
вение трещин в окрестности отверстия при разру-
шении возможно в точках наибольшего значения
максимального касательного напряжения, а имен-
но в точках с координатами x1 = x0 ± a, x2 = y0.
С увеличением радиуса отверстия зона концен-
трации напряжений возле этих точек, а значит,
и прогнозируемая область разрушения, растет.

Рис. 3. Изолинии τmax (радиус полукруга a = 0.071)

Численные расчеты проведены также
и в окрестности отверстий в виде полукруга
разных размеров. На рисунке 3 построены изоли-
нии τmax в случае ралиуса полукруга a = 0.071.
Картина распределения напряжений имеет
аналогичный характер, что и для круглых от-
верстий. Наибольшая концентрация напряжений
наблюдается в крайних точках горизонтальной
границы отверстия.
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Результаты численных расчетов согласуют-
ся с аналитическим решением (1)–(3), а также
с экспериментальными данными, представленны-
ми в работе [18].

Заключение. Численное моделирование на
основе разработанного алгоритма позволяет ис-
следовать напряженно-деформированное состоя-
ние в окрестности горной выработки и прогнози-
ровать возможное пластическое поведение и раз-
витие разрушения материала.
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